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PREFACE.

1 y a plus d'un sidcle que P'algéhre d’Alkhayyami fixa pour la premiére
fois l'attention d'un savant mathématicien.

En 1742, Gérard Meerman publia & Leyde son « Specimen caleuli
fluzionalis, » précédé d'une préface dans laquelle le célebre auteur es-
quisse rapidement, mais avec érudition et élégance, le développement
successif du caleul analytique. En parlant des progrés que les Arabes
avaient fait faire & cette branche des mathématiques, il cite (*) un manu-
serit arabe du traité d'Alkhayydmt, légué par Warner & la bibliothéque
de Leyde. 11 conjecture que ce manuscrit pourrait bien contenir la ré-
solution algébrique des équations cubiques. Cela n'est pas; car on
verra dans la suite que les découvertes d'Alkhayyami, quelque ingé-
nieuses qu’elles soient, n'ont rien de commun avec celles des algébristes
italiens du seizitme si¢cle. Il est vrai que le titre dn manuscrit arabe, tel
que le donne le catalogue de la bibliothéque de Leyde, pourait faire
croire le contraire.

En effet, on retrouve lapensée de Meerman chez Hontvela ™), le savant
historien des mathématiques ; puis chez M. Garts, auteur dune disser-
tation latine sur les traducteurs et commentateurs arabes d’Euclide, pu-
bliée en 1823.

Personne cependant n'avait encore pensé i examiner ce traité, signalé ainsi
al'attention des géomatres et des orientalistes, lorsque M. L.-Am. Séditlot
annonca dans le Nouveas Journal asiatigue (*™*) qu'il avait découvert, dans
un manuserit arabe de la Bibliothéque royale, un fragment trés-intéressant
d'un traité d'algébre. Le contenu de ce morcean présentsit une analogie
remarquable avee ce qui, selon toute probabilité, devait former le sujet
du manuscrit de Leyde. Quelque temps aprés , M. Séditlot fit connaitre ce

*) Vuir la dixieme page de sa préface.
**) Hist. des Math., nouv. &d., t, [, p. 383.
) Mai 1833,
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fragment d'une manidre plus détailiée dans un mémoire inséré sux Notices
et extraits des manuserits de la Bibliotheque royale (°.

D'apres V'analyse donnée par M. Sédillot , M. Chasles, dans 'admirable
travail qu'il a consacré & Vhistoire de la géométrie, déeclara(") qu'une
publication compléte de ce fragment serait d'nn véritable intérét pour
I'histoire des sciences mathématiques.

Celte opinion sur 1a valeur du document en question fut évidemment
partagée par M. Libri ***), qui découvrit & la Bibliothéque royale un ma-
nuscrit complet de cet ouvrage. Ce manuserit constatait en méme temps
I'identité de son anteur avec celui du traité conservé a la bibliothéque
de Leyde ™"i. ¢t M. Libri annonca qu'il se proposait d'en publier une
édition.

Une telle unanimité sur l'importance de l'algébre d'Alkhayyami devait
suffire pour me décider a en entreprendre la publication.

Les manuscrits gue j'avais & ma disposition pour établir le texte arabe
étaient au nombre de trois.

C'était d'abord le manuscrit arabe n° 1136, ancien fonds de la Bibliothe-
que nationale, celni qui avait été remarqué par M. Libri. Ce manuscrit est
d'une écriture trés-élégante , mais dépourvu en grande partie des points
diacritiques. Des trois manuscrits, ¢’est celui qui offre le texte le plus cor-
rect, et dans les cas douteux j'ai généralement préféré les lecons qu'il
présente. Je l'ai désigné dans les indications des variantes par la lettre A.

Le second manuserit, que j'ai désigné par la lettre B, est le fragment
examiné par M. Sédillot, et faisant partie du manuserit arabe n 1104,
ancien fonds de la Bibliothéque nationale. L'éeriture de ce manuscrit eat
beauconp moins belle que celle du n® 1136, mais la ponctuation est
presque compléte, et parfois on y trouve méme les voyelles. Le manu-
serit est détériord en quelques endroits, et les coins sont quelquefois en-
dominagés par 'humidité, de manidre & en rendre I'écriture illisible. Mal-
heurensement ce fragment ne contient qu'd peine les trois septitmes du
texte entier, ef s'arréte précisément A Vendroit{***") o' auteur va exposer
ce qu'il y a de vraiment original et d'intéressant dans son ouvrage, c’est-
a-dire au commencement de la construction des équations cubiques.

Enfin , messieurs les conservateurs de la bibliothtque de Leyde ont e
Vextréme bonté de me confier le manuserit cité par Meerman et Montucla,
et contenu dans le volume n° 14 du legs Warnérien. C'est probablement

+)Tome X111, pages 130 % 136,

*% Apercu hislurigue sur le développement des méthodes en géomélrie. Bruxelles,
1837, in-4°, pages 493, 494, et particulitrement p, 498, troisieme note.

*h ffistoire des sciences mathématiquesen Halie, t. I, note xue, p 300 sqq

*=4) voir, loc. cif., les noles an bas des pages 301 et 302,

steer, yoir page 21 du lexte acabe, note s
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une copie faite sur un manuserit oriental par un Arabe ehrétien, domicilié
a Amsterdam, et occupé par Fillustre Golfus & copier des manuscrits ara-
bes que les propriétaires refusaient de vendre, et gne Golius était obligé
de renvoyer en Orient aprés en avoir fait prendre copie (*). Ce manuserit,
que j'ai désigné par la lettve C, est d’une écriture large et lisible. Quoiqu'il
s0if moins correct que le manuscrit A, il ne m'en a pas moins été trés-
utile pour la rédaction du texte,

Les figures géométriques qui accompagnent le texte sont tracées dans
le manuscrit A avec assez de netteté; si ce n'est que les sections coniques
y sont invariablement représentées par des arcs de cercle qui se rencon-
trent au sommet de la conique sous un angle passablement aigu. Dans le
manuscrit C, ces figures ne ressemblent quelquefois que d'assez loin & ce
qu'elles sont destinées a représenter.

Dans les manuscrits B et C, les numératifs sont toujours exprimés par
des mots, excepté dans les citations des propositions, et quelquefois aussi
des livres, des ouvrages d'Euclide et d’'Apollonins. Dans ce dernier cas,
les manuscrits B et C emploient les lettres de Palphabet numéral, C'est
uniquement pour la petite table des puissances descendantes et ascen-
dantes (p. 42 du texte arabe; que le manuserit C fait usage des chiffres.
Le manuscrit A, au contraire, se sert de ces derniers presque partout oix
les deux autres manuscrits emploient des mots ou des letires numérales;
cependant il conserve les lettres exclusivement pour les propositions citées
des ouvrages d'Euclide et d’Apollonius.

Ayant rendu compte des manuserits dont je me suis servi pour I'édition
du texte d'Alkhayydmi, je vais ajouter quelques mots au sujet des manu-
serits dans lesquels j'at rencontré les morceaux qui forment I'objet des
additions.

Pour les additions A et €, j’ai mis 4 contribution le manuscrit n°® 14 du
legs Warnérien, mentionné ci-dessus. Quant au mémoire, que j'examine
dans l'addition C, j'en avais découvert une seconde copie dans le ma-
nuscrit 953,2,**), supplément arabe de la Bibliothéque nationale. Les mor-
ceaux dont les additions B, D et E présentent des extraits discutés sont
tirés du manuscrit n° 168 dn legs Warnérien de la bibliothéque de Leyde,
un de ceux qui ont été achetés par Golius en Orient (***;. Ce manuscrit

*) Voir & ce sujet les pages xiv et xv de la préface du nouvesu catalogue de la bibliothéque:
de Leyde, par M. Dosy, dont le premier tome vient de paraitre il y a peu de semaines.
. Dozy avait bien voulu m'instruire & Vavance de ces détails, e c'est avec empressement
que je saisig cette occasion de témoigner publiqguement ma reconnaissance a ce savant, ainsi
qu'a ¥, Reinaud, qui non-seulement m'a communiqué, avec la complaisance qui le distingue,
tons les manuscrits dont je pouvais avoir hesoin, mas encore m'a permis de recounr cn
toute accasion & sa vaste éradition

**) Numéro du catalogue manuscrit du supplément arabe, rédige par M. Reinaud.

**) ¥'at plusicurs (ois cité textuellement des passages de ce manuscrtt ; ja aions vepivdung

cex passages absolimment tels qu'ils se tronvaicot dans lotiginal.
",
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nravait également été prété par messieurs les conservateurs de cefte
bibliothque avec Ia bienveillance Ia plus obligeante.

On peut appliquer & Alkhayyami ce qu’un historien spirituel de algdbre
a observé a propos de Diophante : que la fin de son nom préte déja a
discussion. Tantét on trouve 4 khayydmi, tantdt Alkhayydiim ; A ce point
que sur le premier fenillet du manuserit A, & coté du grand titre qui
porte Alkhay;sdmi, on lit plus bas *): « Mémoire d'Omar Alkhayydin sur
les démonstrations de lalgebre. » 4lkhayyam signifie fabricant de tentes.
I n'est guére vraisemblable que le célebre géomatre ait lui-méme exercéd
cette profession ; mais probablement ¢*était celle de son pére ou d'un de
ses ancétres, et en conséquence, des deux lecons, Alkhayydins semble
ttre celle qu'il faut préférer.

On ne sait avec précision les dates , ni de la naissance
d'Alkhayyami; mais on connait suffisamment les circonstances de sa vie RS
1l fut élevé en compagnie de deux jeunes gens qui dans la suite devin-
rent des personnages célébres. Ce sont Nizhdm Almoulq, vizir des sultans
Seldjoukides Alp-Arslan et Maliq-Chah, et Hacan Ibn Sabbah, fondateur
de Yordre des Assa-sins.

Les trois amis s'étaient promis que si 'un d'eux se voyail un jour dans
une position brillante et élevée , il profiterait de sa prospérité pour y faire
participer ses anciens camarades. Arrivé au pouvoir, Nizhim Almoulq fut
fidéle 4 sa promesse,

11 fit donner & Hacan la place de kddjib ou chambellan,
ingrat envers son hienfaiteur, chercha 3 le remplacer dan
sultan. C'est pourquoi Nizham Almoulq I'éloignade 1a cour par des moyens
que la perfidie de Hacan excuse peut-étre, Plus tard, le vizip entourut,

dans un 4ge déja avancé, la disgrace du sulta

n; et lorsque sa chute Feut
mis & la portée des poignards des fedais ismaéliens, Hacan assonvit sa
vengeance (***:.

Alkhayymt, au contraire, refusa Presque les offres généreuses du
puissant vizir. 11 ne demandait qu'une aisance modeste qui lui permit de

se livrer tranquillement 4 ses penchants scientifiques et littéraires. On sqit
cependant qu'il prit une place distinguée parmi les astronomes de Maliq-

s hi de la mart

Mais celui-ci,
s la faveur du

*) Ce manuscrit sembie avoir fait partie d'g
d'Alkhayymi était le premier. On avait done donnd sur la page do titre de celui-ci un
catalogne des titres de toutes les pidces qui composaient cette petite collection, comme
d'ailleurs cela se fait aussi en cas pareil sur nos livres tmodernes. L'éeriture de ces titres est
pour la plupart tellement effacée qu'il est difficile de les déchiffcer,

**} Voir la savante notiee consacrée & Atkbayy8mi par 1, Reinqud, dans leg Prolégomenes
de ta traduction de la géograplie d'Abouliéda, bage Cl. — Notices ef Extraifs y ote.,
fome IX, pag. 143 sqq.

) Voir le Mémuoire de % Defrémery sur |
Journal asiatique, 1848

n petit recueil de sept traités, dont I'algebre

"histoire des Seldjoukides of des Lsmadhien,,
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Chah, ¢t quil était un des principaux auteurs de la réforme du calen-
drier introduite en 4079 par ordre de ce prince ().

Alkhayyami lui-méme nous apprend . p. 13 de la traduction, qu'il avait
composé aussi un traité sur l'extraction des racines des ordres supérieurs;
et le peu qu'il en dit suffit pour nous révéler ce méme esprit générali-
sateur qui, comme nous allons bientdt le voir, Pavait conduit 3 une théo-
rie systématigue des équations cubiques.** ",

Alkhayyami était poéte (***). Mais ses vers, éerits en persan, lui ont valu
une réputation d'athée et de libertin, Rappelons-nous cependant que les
mémes accusations furent portées contre Descartes par un turbulent
théologien, le recteur Voét, de I'université d'Utrecht. Ne nous €Ipressons
donc pas de souscrire & un jugement qui a peut-étre sa source uniquement
dans les haines religieuses que les poédsies satiriques et spirituelles d'Al-
khayy&mi devaient susciter contre lui.

Voici maintendnt la traduction de la pitce inédite que j'ai donnde ala fin
du texte du traité d'algebre. Ce morceau est extrait du manuserit n° 481 ,
supplément arabe, de la Bibliotheque nationale, qui contient un abrégé du
Térikh-Alhoqamad, terminé en 647 de I'hégive, et dont lauteur s'appelait
Alzotizeni (***;,

« ONaR Atxaavvan, imam du Khordgau, le grand savant du temp-, dlait versé dans
les sciences des Grees. 11 exbhortait & cherclier le Dieu unique, gouverneur du monde ,
par la purification des mouvements corporels, de manidre a rendre 'dme humaine
exemptle de toute impureté. il recommandait aussi ane étude persévétaute de la poli-
tique (*****), fundée sur les bases de cette science établies par les plilasophies grecs. Les

*) Vuir Abulfedss Anuales muslemict, éd, de Reyske el adler, t 111, pag 236, lig, 18 sqq-
(On liten cet endroit « Ibrahim, » au liew de «fils d'Ibrabim ; » cest une errenr; comparer
la vote de M. Reinaud, dans les Prolégoménes & la Géogr. d’Aboulf., loc. cit.)— Jok. Gravii
Epoche celebrires. Londini, 1650. Pag. 37 sqq. = Muhammedis fil. Keliri, qui vuleo
Alfraganus dicitur, Elementa astronomica, opera Jac. Golii. Amstelodami, 1869, Nota:,
pag. 32 sqq, — Ismaelis Bullialdi Astronomia philolaica. Paris, 1645, in-fol. Tabule plilo-
lafese, pag. 210-232, el particolitrement pag. 214 et 223; comparer Delambre, Hist. de
Padtr. av moyen dge, pag. 191-196. — Montucia, Rist. des math..éd. nouv., t. 1, pag. 387,
— Delambre, Rist. de Pasir. moderne, pag. 75-84.

**) 1a hibliofhidqne de Leyde (voir n* 1067 dn catalogue de 1716) possdde avssi un ovnvrage
d’Alkhayyam! sur Pesplication des difficultés présentées par les définitions placées en téte des
livres des Eléments d’Euclide. ’

***) Voir J. v. Hammer Geschichle der schaenen Redekuenste Persiens. Wien, 1818,
pag. 80-82. .

*4%*) Voir Wenrich, de auctorum Graecorum versionibns et commentariis Syriacis, Arabic
cis, Armeniacig, Persicis commentatio. Lipsiw, 1842, pug. 1v-xu, et particulibrement pag. »
nlt. — pans les citations que dans le conrs de cet opuscule faural & falre de cet abrégé, je
le désignerai comme « le Ms. du Tastkh Alhogama de la Bibliothéque nationale. »

****%) Lelermearabe rappelle ladérivation du nom decettescience dn mot néhis. Comparer
les Prolégoménes a la géographie d'Aboulleda, par M. Reinaud, p. 1arx;on v verra en
méute temps de quelle manidre chez les Arabrs la politique se rattachait anx sciences exacles.
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S60(18 des femps postérivurs ott aceucillj le sens appatent d'une partie de ses podaies,
el puis fes ont accommoiées a leurs doctrines, de sorte qu'ils en font Fobjet dedisens-
sions dans leurs assemblées ef dans leurs réunions privées. Mais le sens caché (*) de ses
poésies consiste en axiomes de la religion unieerselle (**), et en principes généraux
embrassant les devoirs pratiques. Comme les hommes de %00 lemps bldmaient ses opi-
Rions religienses, et metlsient & découvert ce qu'il cachait en secret, it craignit poar
58 vie, el mil un frein anx dearts de sa langue et de 1a plume. 1 fit le pMerinage, grace
plutat 4 une rencontre forivite que par piéié; el son extéricur frahit ses pensées ge-
crétes, bien que rien n'en pardt dans ses paroles (***), Lorsqu'il fut arrivé A Bagdad,

les personnes qui s'étaient livrées aux mémes études .

que tni en fait de sciences ancien.
hes acconrirent anprés de lnis mais il leur ferma sa porte, en homme qui avait renoncé

4 ces Cludes, et non pas en humme qui {2t resté leur confrere, Aprés étre retouind de
son pelerinage dans son pays , il se rendsit au liew des pritres le soir et le matin, et
cachait ses secrets, qui pourtant ne ponvaient pas wanquer de se révéler, Tl élait sans
pareil dans Vastronomie ot dans Ia philosophie ; et sa capacité éminente dans ces sriences
aurait passé en proverbe, ¢il avait requt en partage le respect des convenances. On a de
Ini des poésies légéres dont le sens caché peree 3 travers leurs expressions vailées, et

dans lesquelies la veine de la conceplion podtique est iroublée par Fimpnreté de Pin.
tention caclhide. Poésie :

« Comme mon &me se contente d'une alsance modeste et facile & obienir, que toute-
« fois ma main et mon bras ne me procurent qu'avec effort,

« Je suig & Uabrei de toutes les vicissitudes de la fortune, e, dans mes malheurs , ma
« main et les projels que je forme sont mon refuge,

« Les sphéres dans lenr mouvement n'ont-elies pas prononcé 'arvét, que foutes les
« étoiles lieurenses tinksent par déelinet vers une position funeste ?

« Persés érance donc, 6 mon ame , dans ton repos! Tu en fais seulement crovler le
« sommet, en voulant en consolider les bases, »

Evidemment ces lignes ne sont pas I'ceuvre d'une main amie, A les en
croire, le caractére d'Alkhayyamt n'aurait été qu'un mélange d'impuretdet
d’hypocrisie. Mais tout ce qu'elles s'efforcent de jeter d’ombre sur la mo-
ralité de notre auteur ne sert qu'a faire ressortir d'une manjére plus bril-
lante I'hommage qu’elles ne peuvent refuser au mérite du savant. Clest un
homme détestable,, mais ¢'est un astronome sans pareil ; c'est peut-étre un
hérétique ; mais, & coup sir, c’est un philosophe du premier ordre,

Trois cents ans plus tard, les passions avaient eule temps de se calmer,
La connaissance ou du moins le bruit des découvertes d'Alkhayyamt
§'était répandu jusqu'en Espagne, et Ibn Khaldotn y put faire allusion dans
ses Prolégoménes(****). Alors ce n'est plus ni Ihypocrite ni le libertin Al-
khayyami; c’est simplement «un des plus grands géométres de Y'Orient. »

*) C'étaient de semblables « srns cachés » que les Ismaéliens croyaient déconvrir dans
les livres sacrés de L'islamisme, qui leur firent donster le som de Bdtiniens.

*) 1t aurait 616 plus vatarel do dire : mooly day y44); alors Te sens : « en axiomes
renfermant les dogmes religieas, et en maximes qui comprenatent les devoirs pratiques, »
répondrait mienv au parallélismé de la phrase.

**%} peut-dire fanl-il lire )\J,AM B lieu de )\)....“ U" » et tradnive : - il
laissa éehapper de< secrets qui n'élaient pas tris-purs, pas conformes & Phonnéteté. »

%) Le passage dunt je vems parler Git parlie du chapitre que i'ai indiqué dans la note



Trois autres siécles passérent sans diminuer f'estime dont jouissaient ses
travaux. Hadji-Khalfa nous en offre le témoignage en citant ane partie con-
sidérable du commencement de V'algébre d'Alkhayyami °), tandis qu'ordi-
nairement il se contente de donner le titre ou tout au plus jes premiers mots
des ouvrages dont son immense bibliographie eontient ia nomenclatore.

La réputation d'Alkhayydmi ne brillait que d'un plus vif éclal au milieu
des ténthres ou le temps avait plongé tant de célébrités secondaires.

Examinons donc I'ouvrage qui , sans aucun doute, a pnissamment con-
tribué & immortaliser ainsi le nom de son auteur, et dont les feuilles seri-
vantes présentent le texte et la traduction.

1l se divise naturellement en cing parties, de la maniére suivante: 1°¥in-
troduction, comprenant une préface, les définitions des notions fonda-
mentales de l'algébre, et un tableau des équations que I'auteur se propose
de discuter (p. 1-12 de la traduction) ; 2° Ia résolution des équations des
deux premiers degrés (p. 12-28; ; 3°la construction des équations cubiques
(p. 28-68); 4° la discussion des équations & termes fractionnaires, ayant
pour dénominateurs des puissances de l'inconnue (p. 69-81); 3° remarques
additionnelles (p. 81-88..

1l est une particalarité de cefte algébre qui mérite d'étre remarquée et
discutée dés 1'abord. C'est que 1'auteur se fait une loi, pour toutes les
équations dont il 8'occupe, de joindre la résolution numérique ou arithme-
tique (**) & la construction géométrique, et vice versd. Il est vrai que, pour
fes équations cubigques, il est forcé de se borner a cette dernitre; mais
aussi il constate exprés, et signale aux algébristes & venir, cette lacune a
combler (p. 9.). Afin de comprendre pourquoi 'algébriste arabe se eroyait
si strictement obligé de compléter, 1'une par I'autre, I'arithmétique et la
géométrie, il faut expliquer ce qu'il entend par « resolution numerique. »

La ot il parle d'une manidre plus explicite, il se sert de I'expression :
« résolution, lorsque Uobjet dy probléme est un nombre. » « L'cbjet » du
prohléme, c'est I'inconnue (voir la définition p. 3); la résolution nume-
rique, dans l'scception de I'algébriste arabe, sera done une résolution qui
suppose que l'inconnue soit un nombre,

Or, les Arabes, fideles aux traditions recues des Grecs, désignent par
« nombre » (35:) ou « nombre absolu » ( §lks 332 ),le nombre entier, un
nombre d'unités. Ils vont méme plus loin, et se servent de ce terme comme
d'un équivalent de I'unité. C'est ainsi qu'on trouve des expressions comme
a trente en nombre » Sod! » 4 SN), ce qui, selon les régles de la-
grammaire arabe ("'}, équivaut, & une légére nuance prés, & dire «trente -

au has de {a page 6. 1 est veproduit par Rosen dans son &l. de Palgébre de Mobammed

Beu Moulga, page 191,
v Ed, de Fluegel , L 1, p- 584,
**; Ou verra bientdt par quelles raisons j'évite de dire « algebrique. »

45 pe Sacy, Gr.ar, 2t e, L1, §.538 el § 365,
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nombres; » enfin, ce pluriel « nombres » lni-méme est employé dans les
énoncés des équations n® 48 4 25 ), pour désigner le terme connu de
I'équation cubique.

i résulte donc que le géométre arabe, en parlant de la resolution numé-
rique d’'mme équation, entend qu'il s'agit de satisfaire & cette équation
par un nombre entier, Et ce qui détruira les derniers doutes qui pourraient
subsister & cet égerd, ce sont les conditions qu’il énonce pour la solubilité
arithmétique des équations du second degeé (p. 17;. Ces conditions dé-
passent méme le but qu’elles doivent atteindre , ainsi que je I'ai fait ob~
server a l'endroit indiqué. Maisil est facile de remonter & 1a source de cette
erreur,

Les mémes conditions , ou du moins Ia plus essentielle des deux, a sa-
voir la seconde, se trouvent nombre de fois chez Diophante, et il est im-
possible de méconnaitre ici I'influence de cet auteur. Il y a seulement cette
différence que chez Diophaute cette condition est justifiée par la nature des
problémes qu'il se propose, tandis que chez Alkhayyami , elle établit des
limites trop étroites. Je ne citerai, a 'appui de ce que je viens d’avancer,
qu'un seul probléme de Diophante , entre beaucoup qui me fourniraient les
mémes preuves.,

Dans le 6° probléme du VI livre, Diophante se propose de trouver un
triangle rectangle en nombres rationnels, de manitre que la surface du
triangle, plus une des cathites, soit égale & un nombre donné. Désignant
les deux cathétes par ax et bz respectivement , le nombre donné par k, et
posant %b-z ¢, on aurs

1) et paxr=h,

2) cx=-—%+ \/ (%>’+ck.

Arrivé 13, Diophante énonce sa condition de la maniére suivante : xai 3¢
w8y dprdpily 5 fuwicer &’ Eavtd wpocheivan v Suvdprerg Emvdrig (M) yevopdvas xal
wouly ratpdywvev, C'est-a-dire qu'il faut qu'on ait

% ('g)’+ ck=y*;
en posant ¢ == 1, Uéquation (2) se transforme dans : b = — 1§ +

L7142 bk, etil s'agit de satisfaire simultanément aux deux équations
indéterminées

done

1 2%z = y?, tofem? ==t
On voit aisément que la condition (3) est véritablement nécessaire, puis-

*) Voir pages 44, 46, 47, 49, 57, 62.85.
**) Diophanle avait pris A= 7.



qu'il s'agit de rendre rationnels les cdtés du triangle, c'est-a-dire que daus
V'équation (1), non-seulement Vinconnue, mais aussi les coefficients sopt
assujettis & cerlaines conditions.

1t se présente ici la question suivante : Si, pour la résolution numérique,
l'algébriste arabe exige qu'on satisfasse & Péquation proposée par un
nombre entier, il fait donc de 1'algébre indéterminée ?

1 nous manque un élément pourrépondre & cette question d'une maniére
décisive. C'est que Yauteur ne se prononce pas sur la nature des coeffi-
cients de I'équation proposée. D'aprés les termes dont il se sert, on peut
croire qu'il considére le terme connu ( joy,id! 3283t comme un nombre
entier donné ; mais le coefficient de Vinconnue (,'3a¥! is¢ ou simple-
ment (*) J'.'s.;.ﬁl 1) est laissé entiérement indéterminé, En supposant que ce
coefficient doive également étre un nombre entier, il s'agit en effet, pour
obtenir les conditions de la solubilité « numérique » de I'équation du se-
cond degré, de discater I'équation indéterminée 2* + yz=a. Si, au con-
traire, on laisse aux constantes de I'équation déterminée proposée toute
leur généralité, la détermination des conditions nécessaires pour satisfaire
4 la proposée par un nombre entier dépend d'un probléme plus général.

Ce qu'il y ade certain, c'est que la résolution numérique de I'algébriste
arabe comprend : 4° ce qu'aujourd'hui on désigne par la résolution algé-
brique d'une équation ; 2° la détermination des conditions nécessaires pour
que la fonction des coefficients, qui est égale & I'inconnue, devienne un
nombre entier. Alors si les coefficients de I'équation proposée satisfont
A ces conditions, la résolution numérique, selon noire auteur, est possible ;
dans le cas contraire , elle est impossible,

Vu cette « impossibilité, » la construction géométrique sert, chez I'al-
gébriste arabe, non-seulement d'éclaircissement et d'explication, mais
de complément nécessaire & la résolution numérique; et on comprend
pour quelles raisons il dit, dés 'abord, que l'objet de 'algébre est formé
autant par le nombre absolu que par les quantités géométriques.

On reconnait dans cette séparation, portée méme trop loin, de la quan-
tité discontinue d'avec la quantité continue, ou, si I'on veut, de la quantité
rationnelle d'avec la quantité irrationnelle; on y reconnait, dis-je, les

*) On pourrait &re tenté de trouver ici une autre trace de Vinfluence de Diophante,
puisque celui-ci dit duvdues pour désigner le cogffieient du carré de inconnue, de méme
que Palgébriste arabe désigne par ﬂi@ﬁ‘, le coefficient de Finconnue. Mals cette sup-
pression du ferme « coefficient » se tronve aussi chez Moh. Ben Modgd, et il n’existe aucune
donnée historique qui prouve gn'sux temps de cet algébriste Diopliante ait été déja connn
aux Arabes. 1f fant donc cherclier aillenrs Pexplication de cette coincidence, 4 moins qu'on
ne veuille la considérer comme accidentelle, et n"ayant rien de trés-sarprenant en elle-méme.
— P'un avtre cdté, on pourraif trouver que Je mol ¥ a Pair d’une traduction du term:
£3%03 , qui se trouve chez Diophante.

AR T b
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conséquences de Ia distinction fondamentale éiablie entre le neavy Swngroué-
vov et le woode cuveyds par Aristote, dont le systéme a si puissamment influé
sur le développement et sur le génie de la science arabe.

Les résolutions qu'Alkhayyam! donne des équations du second degré,
et qui ont présenté les données principales pour la discussion préeddente,
vont me fournir encore le sujet de quelques autres observations.

On remarquera d'abord combien les démonstrations de ces résolutions
sont plus élégantes et plus scientifiques que celles de Mohammed Ben
Motich, combien toute 1a discussion est prise de plus hant et maniée avec
supériorité. Pour faire ressortir cette différence, j'ai placé en note, au-des-
sous des démonstrations d’Alkhayyami, celles de Mohammed Ren Motica.
Senlernent, j'ai traduit celles-ci en langage algébrique, afin qu'on
puisse saisiv immédiatement la marche suivie dans ces démonstrations,
et plus ou moins déguisée dans leur rédaction originale. On remarquera
aussi que la démonstration donnée par Mohammed Ben Moich, pour
I'équation n® 8, est incompléte en ce qu’elle ne s'applique qu'a un seul
des deux cas de la résolution.

Je saisis cette accasion pour m'excuser auprés de ceux de mes lecteurs
qui pourraient trouver que les notes dont j'ai accompagné ma traduction
sonttrop chargées de détails élémentaires. Pour me justifier, je n’aurai qu'a
expliquer quel était mon but dans la rédaction de ces notes. Je voulais re-
prodaire fidélement, avec tous leurs détails, les procédés de mon auteur, et
cependant les traduire dans le langage des mathématiques modernes, pour
épargner aux géomelires qui parcourraient cet opuscule 'ennui que leur
causerait sans doute la leeture de ces longues résolutions et démonstrations
parlées de 1'algébriste arabe. Dans la partie de son traité qui contient la
discussion des équations cabiques, ces courts apercus contribueront peut-
étre & rendre apparents, méme & cenx qui ne voudraient y jeter qu'un
coup d'eeil fugitif, le parallélisme et 'ensemble des constructions d’'Al-
khayyami, Mais, sous peine d'étre aceusé d’inconséquence , je ne pouvais
supprimer pour une partie de 'ouvrage arabe ce que je donnais ponr une
autre, J'étais teau de rendre compte de I'esprit des méthodes arabes, de
les anatomiser aussi scrupuleusement que possible. Lorsque ces méthodes
dtaient élémentaires, ces explications entrainaient nécessairement des con-
sidérations élémentaires.

Mais revenons encore sux équations du second degré, et & Ia maniére
dont AlkhayyAm! les construit su moyen des propositions connues des
Données et du deuxiéme et du sivieme livre des Eléments d’Euclide. Cette
construction répond d'une manidre remarquable a la supposition de
Cossali (*), qui pensait que la transformation de ces propositions de géo-

¢ Origime dell’ algebra, 1. 1, p. 8791,
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métric en théoremes algébriques pouvait avoir eu lieu dans Fintervalle de
temps qui sépare Euclide de Diophante. Seulement, cette transformation,,
au lieu d'avoir été la source de I'algéhre, ne se serait opérée qu'a une
époque ot cette science élait déja considérablement développée. 1l se pour-
rait cependant que Cossali ne se fit pas entitrement frompé, et qu’Al-
kbayyami n'eit pas I'honneur d’avoir le premier apercu les relations qui
existent entre les propositions mentiounéesetla construction des équations
du second degré.

En effet, dans le Qitab Alfihrist, un article relatif & Hipparque est concu
de la maniére suivante .*) :

« HIPPABQUE LE BAFANIEN **). On a de loi, en it d'ouvrages : le Traité d'algebre,
contu aussi sous le nom des Définitiuns, Cet onvrage fut traduit et revn par Aheat
Walt Mohismmed Ben Mohammed le calculatenr, qni est anssi auteur d’'un commentaire
da méme cusrage, accompagné de démonstrations fondées sur des raisounements géo-
métriques. (Puis on a d'Hipparque un) Traité sur la division des nombres »

Plus loin on lit, dans la méme bibliographie, & I'article Abotl Wafd,
parmi les ouvrages de ce géomeire énumérés trés-complétement : « Com-
mentaire de I'ouvrage d'Hipparque sur I'algébre ™. »

Le témoignage de ces passages, qui attribuent & Hippargue des travaux
en dehors de ceux qui I'ont illustré comme astronome, est corroboré par
les mots suivants de Plutarque (****}: Xelournov & nivreg Ehdy/ouaty ol dpih-
oy &y xoi Tremugyds dsmev.

Jeme borne & signaler cesfaits, sansvouloir en aucune maniere décider
8i les constructions des équations du second degré qu'on trouve dans 1'al-
gebre d’Alkhayy&mi appartiennent véritablement 2 celui-ci, ou si elles sont
empruntées soit & Aboll Waf#, soit 2 Hipparque.

Mais je me héte d'arriver & ce qui occupe la partie la plus considérable
du traité d’Alkhayyami, et & ce qui en constitue le mérite principal : & la
construction des équations du troisiéme degré,

PP,

*) Veici le texte original de cet article d'aprés le Ms, de ja Bibl. nationale, et revu sur le
Ms. deln bibl. de Leyde: yuectYiolino ilsS ¢ LSSt o ,d:.g})! oSt
REE SRR N | B t..L..,l, S e Jis sy0atly g ms
0 300 W i S, BTN alydls alley syt Lat oSy ot

*) Le mbboA’lloubdb explique ainsi ce nom (éd. de Vel‘h., tplv) 6.:...5)."
‘;‘..:.J' u.J.,v!)Lb d..\.s [i3)) X._z; J\ d,i, = — Lorigine syrienne qu'on

altribue fei & Hipparque serait en contradiction avec Ia tradition recue, suivanut laquelle Rip~
parque était originaire de Nicée en Bithynie.

i . ' . ..
'"'):,&J‘- S u-a}g\. ut..f)m.u 5'_-;...(.
) Opp. omuia. Parts, 1629, fal., 1. 12, p 1047 ¢f. p 72
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Un dit quelquefois, et on pense assez généralenient que les Grecs ont
construit des équations du troisidme degré ; mais cette opinion renferme,
sinon une erreur, du moins une inexactitude. I est vrai fque les géomatres
grecs ont résolu certains problémes géométriques qui, ramenés & leur ex-
Pression algébrique, conduisent 4 une équation du troisiéme degré. Mals
on conviendra sans doute qu'il est trés différent de résoudre géométrique-
ment un semblable probléme, ou de reconnaitre que ce probléme dépend
d'une équation cubique ; de traiter, entre autres probleémes de géométrie,
quelques-uns du troisitme degré, ou d'énumérer systématiquement les
formes des équations cubiques, de les construire une & une » et de discater
les cas particuliers que présentent ces solutions ; tout cela avec le but elai-
rement prononcé (*) de donner implicitement, au moyen de ces théarémes
généraux,, la résolution de tel probléme spécial qu'on voudra se proposer.
Clest ce quin'a été fait nulle part par les géomatres grecs, mais c'est ee
qu'on trouve chez les Arabes, et notamment dans Yalgébre d’ Alkhayyami.

En effet, pour construire les équations cubiques, les géomtres grecs
auraient, avant tout, di les connaitre. Or, comme on ne trouve, dans aucun
des ouvrages géométriques des Grees, nulle trace d’algtbre, il est im-
possible de dire que les Grees aient construit des équations du troisitme
degré.

Ce sont les Arabes qui ont le mérite d'avoir, les premiers, essayé d'ap-
pliquer 'algébre & la géométrie, et vice versd; d'avoir jeté les fondements
de cette liaison du calcul avec la géométrie, qui, dans 1a suite, a éminem-
ment contribué au développement des mathématiques (** .

Notre auteur prend méme & tiche de montrer (***) comment ce progres
se fit chez les Arabes, et comment d'abord c'était Almahani qui, en par-
tant d'un probléme posé par les anciens, essaya de le résoudre en le ra-
menant & son expression algébrique. Ce premier essai ne fut pas courenné
de succés; mais bientdt d'autres géomatres furent plus heureux, et les
constructions qu'ils donnérent de plusieurs équations cubiques, auxquelles
ils furent conduits par des problémes qui n’étaient encore que particuliers,
firent naitre chez Alkhayyimi la conception d’une théorie systématique
des équations du troisiéme degré,

Disons quelques mots du probléme gui servit de point de départ a des
découvertes aussi intéressantes. Dans la cinquime proposition du second
livre du Traité de la spheére et du cylindre, Archimade se propose le pro-

*} Voir pag. 83, lig. 18.

**) Par rapport & cette connesivn intime que fes géomeétres arabes chercliaient & établie
entre les parties arithmétiques et les parties glométriques, des mathématiques on ne com-
harera peut-8lre pas sans intérét le catalogue des ouvrages mathématiques d'thn Albhaitham,
donné par cel auteur méme, dans le passage que j'ai extrait d'tbn Abt Ogaibiah ; veir pag. 73.

LI

J Voir pag. 2t 3, et comparer Addition B, pag. 96. Voir anssi pag. 43, 51 el A1 ulf. sqq.
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biéme de couper une sphére parun plan, de maniere que le rapport de
I'un des deux segments & Pautre soit égal 4 un rapport donné ). Il dé-
montre que ce probléme dépend de la construction suivante : Etant donnés
une ligne D7 et sur cette ligne deux points B, T, de telle sorte que B soit
situé entre D et T, déterminer un point X de la ligne DZ, tel qu'on ait
XZ : ZT = BD* : DX*. Ramenons ce probléme & son expression algébrique
en désignant BD, ZT, ZD, DX, par g, b, ¢, x, respectivement ; il s’agira de
déterminer # au moyen de la proportion (¢ — 2} : b =a* : 2°, c'est-a-
dire de construire I'équation cubique 2* +o*. b==ca",

I1 parait que ce lemme fixa d'une maniére toute particuliére 1'attention
des géométres arabes. Comme Archiméde n’en avait pas donné la solution,
¢'est peut-tre qu'ils meitaient un certain point d’honneur & prouver qu'ils
savaient surmonter aisément un obstacle qui semblait avoir arrété Archi-
mede (**}, J'ai réuni, dansles additions A et B, différentes solutions de ce
lemme, données par des géometres arabes (*"..

Quant & la maniére dont Alkhayydm! construit les équations cubiques,
je vais donner une indication rapide des traits généraux de sa méthode,
sans entrer dans les détails dont on se rendra facilement compte en
parcourant les notes qui accompagnent ma traduction. Dans ces notes
j'ai fidélement reproduit les procédés du géométre arabe, tout en m'ef-

*} Bditiou d’0xford, p. 157 84q.
**) Ul est vraique, d'aprés Entocins, Archimede lui-méme aurait donné une solution
de ce probléme qui revienl & construire le lemme par la combinaison de la parabole

==y 2', avec Phyperbole équilatére yle—a) ==b.e. Il ne faut pas croire, cependant,

que le commentaire d'Entocius sur le Traité de la sphére et du cylindre n'ait pas été connu
sle bonne heure aux Arabes. On peut comparer & ce sujet un passage que J'ai extrait d'un
manascrit de la Bibliothéque nationale, pag. 103 uit. On tronve meéme dans un autre ma.
nuserit de la Bibliotitque nationale (n* 952, 2, Supplément arabe), écrit & Chiraz Pan 338
de I'hégire (comp. page 117, premiére note), un fragment intitulé de la maniére suivante ;
« Traite d'Eutocius (| ya.8sbs! ), rendant compte des solutions, données par les anciens, du
probléme de la détermination de deux lignes entre deux aulres lignes, de telle sorte que
ces quatre lignes soient en propottion continue, Traduit par Abotil Hagan Thébit Ben Korrah,
Cet ouvrage contient dix-huit figures et {les solutions de) onze géometres, & savoir ; Héron

{2, Philon te Byzantin ( Li53b L.3), apoliouius (ramisl=t Dioces
: u“".:l’)’ ), Pappus (U‘a‘-""-") + Sporus (U"J" b:.‘ sic,, Ménechme ( w.,—:'r’l.a/,
Fratasthéne {_yu\mtesndsl), Platon iy b3L31), Architas { b 1), Nicoméde
0y )J._._.»_,u sir). » C'est une traduction du commentaire de la 3° proposition du Traité de
lasphere et du cylindre.

***} Les géometres arabes désignent genéralement ce probléme comme celui posé dans fa
quatriéme propesition du Traité delasphére et du cylindre. Cest quele terme arabe, traduit
par = proposition, » signific & la leltre « figare, » ¢t que, & compter «'aprés les figures, celle
de la 5¢ proposition n'est en efiet que la 4¢ du second livre, puisque la 1** proposition de ve
livre est rans fignre.



— Xi¥ ~—

forcant d'Oter & ceux-ci ce qu'ils avaient quelquefois de tralnant et d'en-
tortillé.

Alkhayyam! commence toujours par rendre homogéne V'équation pro-
posée, On remarquera que c'est pour ce but qu'il a mis en téte de la partie
de son mémoire qui contient la construetion des équations cubigues, deux
théorémes suxiliaires. En général, on aura souvent occasion d'admirer
Vesprit d'erdre, le génie systématique, qui distinguent notre anteur.
Outre ces deux lemmes, c'est encore la construction de I'équation 2' = a
qui sert pour ces transformations relatives & I'homogénéité, lorsqu'il
s'agit de substituer un cube an terme connu de I'équation.

Ensuite Alkhayyim! détermine, an moyen des coefficients transformés
de 'équation, deux coniques, et arrive, par l'intersection de celles-ci, &
une égalité de deux solides. Yoit en décomposant ceux-ci, soit en sjou-
tant ou en retranchant de part et d'autre des solides communs, il obtient
enfin I'éguation proposée.

Ramenons maintenant & son expression générale la méthode suivie par
Alkhayydmi pour déterminer les deux coniques au moyen des constantes de
I'équation proposée. En formant les équations analytiques des coniques
qu'il emploie, puis en comparant entre elles ces équations, et en désignant
Parx, h, 1, v %, v des quantités qui ne peuvent prendre que les valeurs 1

ou — 1 {ce qui permettra de poser x.A = ;, x* =1, elc.), on trouve quele
procédé du géomeétre arabe se réduit aux trois systémes suivants :

a ( x == 0 ... parabole,
L yz+w:+;3¢: 0 g %=1 .. cercle,
% = w [... hyperbale.
2 —Vb.y= 0 .. parabole.
batdler=0 on X} xbr+ia=0.
. ge—Vaam = o ... hyperbole,
y? b xmz - 2me = 0 ... parabole.

widlertda = 0 ou I trex fra=g,

fa 2 ae o f x= 1... cercle
ut. y’+“:+zib+w x+‘b A R T hiyperhole.

yx+EV5.x+;l-—/a—3. =0 -.. hyperhole,

wtn [Sbuel e + [0 v Gl b atpar 45 = o,
‘a 3, ’ ac‘ 2 a'
o z‘+xk,-5+pc'z+x‘b+v7‘x +2x€qax+z~7=o.
Le systéme I sert & la construction des équations 3,13, 14, 48, lorsqu'on
pose

3 wa=0 A=l =1 4 x==—1 A=t
13 x==dl b= 15, 2= = dzm o~y



Le systéme U est employé pour les équations 16 A 48, lorsqu'on fait

6. M=Va 122 ) =a
1)

1. m=Va w4l e

1§ m=c¢ r=w1 a=44 1

Enfin le systéme I correspond aux équations 49 & 25, lorsqu’aux quan-
fités =, 2, u, v, §, ¢ on donne les valeurs suivantes :

19, %0. 21. 22. 23, 2%. 2.
x + 1 -1 + 1 —1 -1 + 1 —1
i -1 + 1 4+t —1 -1 -1 +t
" - -1 -1 -1 + 1 +1 “+1
v -1 +t -1 +1 -1 +4 1 -1
£ +t -1 -1 -1 -1 -1 — 1
3 - 41 -1 — 1 -1 -1 + 1

En divisant I'équation du quatriéme degré qui résulte du systéme HI par
(af + %) » On la raméne & Péquation cubique proposée
x4 pex? 4 gbz - ra=o0,
puisque !‘z‘+pcz'+abx+ta§ . ‘x+£~_%‘ =
=<4 gpc-}- z-.%;t‘-f- {cb +%. %—ciz*+?taz+§.%3a
=t 4 ?n%+ n‘$‘+vgb + pv%—cit’+2mz+c-’;—2.
oit les valeurs & donner aux quantités p, o, < sont les suivantes:

19, 20, 2. 2. 23, 2. 25.
s + 1 o+ 1 —_1 -1 +1 —1 -1
o + 1 -1 4t -1 -1 +1 -1
T -1 41 +1 -1 -1 —1 + 1

Alkhayyam! n'a pes remarqué que, dans l'équation générale du troi-
siéme degré,, on peut toujours faire disparaitre le second terme , ce qui lui
aurait épargné 'emploi des systimes Il et IN ().

Aprés avoir esquissé cet exposé général des constructions d'Alkhayyami.
examinons encore quelques détails de sa méthode.

Observons d'abord qu’Alkhayyamt, pas plus que Mohammed Ben Motea,
ne tient aucun compte des racines négatives, ni, & plus forte raison, des
racines imaginaires; dés qu'un probleme n'admet pas des racines rdelles
et positives, il le déclare « impossible. » Aussi ne trouve-t-on pas dans le
tableau des équations d’Alkhayydmi, complet & cela prés, ces formes , ou
la somme de tous les termes , formant le premier membre , est égalée &

*) Dans une notice sur I'algébre d'Alkhayydmt, insérée an tome XL du Journal de
M. Crelle, jai montré (au § 3 de celte notice) comment o est trés-naturellement conduit
& vex trois systémes dn géometre arade, en parlant des principes analytiques de la construction
des équations du troisidme degré,
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#r0 ;') Les algébristes arabes, qui considérent tous les éléments d'une
équation, et notamment aussi 'inconnue, comme des quantités positives,
ne pouvaient pas avoir 1'idée de ces formes,

Toutefois, il est trés-surprenant qu'Alkhayyamt, en construisant les
équations du froisiéme degré, n'ait pas remarqué Vexistence des racines
négatives. Rien, en effet, n'est plus propre 4 montrer celles-ci pour
ainsi dire d'une manidre palpable, et en méme temps & donner des idées
justes et nettes sur leur nature, que la construction des équations. Clest
la vicieuse habitude de ne tracer que des demi - cercles, des demi-para-
boles, et une seule branche des hyperboles, qui a fait manguer au géo-
métre arabe cette belle découverte.

Ce défaut de ses constructions a méme une fois empéché notre auteur de
voir qu'une équation a deux racines positives, dont il ne construit qu'une
seule (voir 1a note p. 68.. Il tombe dans une autre erreur semblable » Mais
plus regrettable encore, parce qu'elle touche & quelques considérations
fondamentales sur 1a nature des équations cubiques. C'est qu'Alkhayysmi,
en construisant I'équation z* +- bx == c2* + &, ne trouve qu'une seule
racine positive, tandis qu'elle en admet trois {voir 1a note p. 63) (..

Les Arabes savaient déja qu'il existait une certaine équation du second
degré a deux racines ;™*"}; si donc Alkhayyami avait remarqué que pareil-
lement une équation cubique admettait, en certains cas, trois solutions,
il est difficile 4 croire que cette coincidence entre le degré du probleme et
le nombre des solutions ne l'etit pas frappé et conduit & des réflexions,
et peut-étre & des découvertes, ultérieures,

A Vexception des deux erreurs dont je viens de parler, Alkhayyims dis-
cute avec une justesse parfaite le nombre des racines positives, ou, si I'on
veut, le nombre des intersections des deux coniques qui construisent
Péquation, du cdté des coordonnées positives. 11 ne trouve donc qu'une
seule solution pour les équations 3, 13, 13, 18, 18, 19, 92, 23, 24, dont le
terme connu est affecté du signe négatif. Il en trouve deux pour les équa-
tions 14, 17, 20, 21, 23 ("*™"), dont le terme connu est affecté du signe po-~
sitif, mais dont les deux racines conjuguées sont ou imsginaires ou posi-

*) xba=0, 2™ 4-0=0, x*f-bata =0, 2> }a=0, 2'4bz+a =0, 23%pezi4a==0,
£ - ex® 4 bz 4 a =0, — Ces formes sont également négligées par Cardan, par Vidte,
et méme par Harriof, hien que celal-ci [3t autenr de I'usage d’écrive los équationsen forme
d'une somme algébrique égalée & 2éro. Pescaries esl le premier qui discute ces formes. Yoir
les atuvres de Descartes publides par V. Cousin, tom. v, p, 386 & 428, el particulitrement
pages 389, 399, 404, 405.

**) icilerrear provient de ce que I'autenr n'a pas bien discuté les intersections du cercle
et de Phyperbole fig. 28, ¢ car les denx conrbes peuvent avoir denv rencontres de plus sor
les parties de leurs circonférences comprises entre A et K.

***) Diophante ue parle encote que d’une senle racine en ce cas.

****) Abstraction faitedel'errenir commise dans la comstriction de celte derniere équaltion.
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tives. Pour ces dernitres dquations, lomsqu'elles n'admettent pus des
racines positives, il les déclare o impossibles, » et it établit parfaitement le
critérium géométrique de la réalité des deus racines conjuguées, i savoir la
rencontre en deux points, ou le contact des deux coniques qui construi-
sent I'équation, Au cas du contact, il n'admet naturellement qu’'une
seule racine, et ne distingue pas deux racines égales.

Pour compléter sa théorie, Alkhayyams aurait d établir encore des rela-
tions entre les coefficients de 1'équation proposée, correspondant & cette
limite qui est géométriquement représentée par le contact des deux
coniques,

Clest ce qu'il ne fait véellement pas. Mais, approchant de ce but , il dis~
tingue quelquefois certains cas, et énonce en méme temps que dans I'un ou
dans I'aufre dq ces cas le probléme est, oun'est pas, ou possible, on im-
possible, En ramenant les relations, établies de cette maniére, & leur ex-
pression algébrique, on trouve par exemple qu'il montre pour Féquation

V=1 I . . .

17 : quetant quel”a <3 il existe nécessairement deux racines posi-
j# ¢

tives; que lorsque ¢ >4"a > elles peuvent exister ou non; et que

lorsque Vi i ¢, elles ne peuvent pas exister du tout, Pour I'équation 24 :

i e
que lorsque a + 816 <V . be, deux racines positives existent né-

cessairement, tandis que lorsque 6 +5°1 ¢ > 173, be, elles peuvent
exister ou non, Pour I'équation 24 : que lorsque %; ¢, elles n'existent

pas (*). Pour Y'équation 23 : que lorsque §> ¢, elles peuvent exister ou

non; mais que lorsque %—z ¢, elles existent nécessairement (**).

D'autres géomelres arabes réussivent mieux dans la détermination de
cette limite, qui fut tentée seulement par Alkhayysmi. C'est sous ce rap-
port qu'on ne remarquera peut-&tre pas sans intérét les morceanx dont jai
rendu compte dans les additions B et C. J'y ai montré comment un théo-
reme démontré par Eutocius contenait le germe de ces découvertes ,
¢t comment, en partant de la simple considération que 'expression

*) Parce qualors la construction doane senlement la troisiéme racine positive ; mais
malheureusement augsi dans le casg < ¢, Fanteur (comme je {"ai fait observer ci-dessuS)
ng déconvre gue cette troisidme racine.

**) En conséquence de L'autre ervenr mentionnde ci-dessns, {'antewr ne trouve ici, en
vérité, qu'une seule de ecs deux racines positives.

h
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(@ — z) z* devient un maximum pour 2 = 5% les géoméires arabes sont

parvenus & exprimer, avee justesse et élégance, les Jimites de la solubilité
dans des problémes du troisiéme degré. On trouvera notamment, dans
l'addition B, Vénoneé parfait de la relation 4c* ==27a, qui correspond &
cette limite pour I'équatiop 2’ — e2* -0 =0,

Quant aux équations du quatrieme degré, Alkhayyam!t déclare qu'il esy
impossible de les construire au moyen des méthodes qu'il a développées
(voir p. 79). Cependant on reconnaltra, en parcourant Paddition D, que
les Arabes ont non-seulement construit des problémes du quatridme de-
gré (1 probléme de cette addition), mais encore qu'ils ont ramené des
problémes de ce degré & leur expression algébrique (2° probléme de la
méme addition); de sorte qu'on peut dire, en toute riguenr, qu'ils ont
construit des équations du quatritme degré an moven de I'intersection de
deux coniques.

Enfin, on trouve qu'un célebre géomeétre arabe (voir p. 73) a construit
I'dquation bindme du cinquitme degré. On peut croire qu'il y employa,
soit une des courbes supérieures dont les Arabes ont pu puiser la connais-
sance dans les ouvrages des géométres grecs, soit un de ces procédés mé-
caniques dont ces ouvrages offrent également des exemples.

Dans la derniére partie de son traité , Alkhayysmi propose méme encore
I'équation bindme du sixidme degré (dont la résolution, en effet, est trés-
facile). En général , cette partie de son algébre doit intéresser surtout au
point de vue histerique, et comme montrant cet esprit do systéme dont
le travail tout entier d'Alkhayysmi porte le cachet.

Je veux parler de la discussion des équations & termes fractionnaires,
dont les dénominateurs sont des puissances de I'inconnue. L'auteur ra-
méne ces équations 3 ses vingt-cing équations primitives : les unes, en
substituant & I'inconnue une nouvelle inconnue qui est la valeur réciproque
de la premiére; les autres , en multipliant I'équation proposée par une puis-
saunce de Finconnue.

Pour compléter un ensemble de données concernant les travaux des
Arabes sur les problémes ¢ui dépendent de lintersection de deux coni-
ques, j'ai ajonté (*), aux morceanx dont je viens de rendre compte,
Fextrait d'un traité arabe de la trisection de I'angle. On sait que les deux
probiémes de 1a duplication du cube et de la trisection de Vangle sont
étroitement liés I'un & Pautre, et que, depuis Platon jusqu'a Vidte, ils
nont pas cessé d'exercer le génie des géombdires, Jai essayé de mon-
trer, dans les morceaux précédents, les développements importants qu'a-
vait requs, chez les Arabes, le premier de ces deux problémes. J'espére

*) Voir addition E.
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done qu'on accordera peut-&tre aussi quelque intérét aux solutions qu'ils
ont données du second.

Je T'espire d’autant plus, que ce petit traité véunit, d'une manitre
singulitre, plusieurs noms des plus céletbres qui ont illustré 1'astronomie
et les mathématiques orientales, tels que ceux d’Alqotthi, d’Albirofint,
de Thébit Ben Korrah. Pour ne pas trop dépasser les limites prescrites 3 la
publication présente , et pour rendre compte, en moins de dix pages, de
ce qui en occupe trente-six dans le manuscrit arabe, j'ai été obligé de
supprimer, dans cet extrait, tout ce qui n’éait pas essentiel , tout ce &
quot le lecteur peut facilement suppléer lui-méme.

On verra encore, dans les deux dernibres sections de I'addition E, que les
Arabes ont ramené la construction de ennéagone inserit su cercle & une
équation cubique ; et qu'ils ont eonstruit le cbté de Yheplagone inserit au
eercle au moyen de I'intersection de deux coniques.

En comparant entre egx les traités de Mohammed Ben Mot et de
Beha Eddin, Colebrooke était amivé & la conclusion (Algehra of the Hin-
dus. Dissertation, p. 1xx1x), que lalgébre était restée & peu prés station-
uaire entre les mains des musulmans. Ne serait-on pas également fondé a
metire en doute les découvertes d'Apollonius , d'Archimede, de Diophante,
parce queni les Eléments d’Euclide, ni les « Noces delaphilologie et de Mer-
cure » deMarcianus Capella , ne nous font connaitre les plus beaux monu-
ments qu'ait laissés la géométrie grecque?

Non, les mathématiques ne sont pas restées stationnaires en Orient de-
puis Mchammed Ben Mofica jusqu'a Behd Eddin; elles ont pris, & une
époque intermédiaire, un essor et un développement dignes d'une véri-
table admiration. Les morceaux qui font I'objet de la publication présente
sont choisis parmi les travaux de cette époque, et je m'estimerais heureux
si on trouvait que leur contenu justifie réellement le jugement que je viens
d’émettre.

Paris, le 10 juillet 1851,
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MEMOIRE

DU SAGE BXCELLENT

GHIVATR EDDIN ABOUL FATH OMAR BEN IBRiHin
ALEHAYYARE DE Ricmipolm

(que Diea sanctific son Sme précieuse!)

SUR LES DEMONSTRATIONS

DES PROBLEMES DE L'ALGEBRE,

e o]

Au nom de Dieu clément et miséricordieux !

Louange au Dieu, seigneur des mondes, une fin heureuse
4 ceux qui le craignent, et point d'inimitié,si ce n’est contre
les injustes. Que la bénédiction divine repose sur les prophétes,
et particuliérement sur Mohammed et toute sa sainte famille.

Une des théories mathématiques dont on a besoin dans la
partie des sciences philosophiques connue sous le nom des
sciences mathématiques (*), c'est Part de I'algébre, lequel a
pour but la détermination des inconnues, soit numériques,
soit géométriques. Il se rencontre dans cette science des pro-
blémes, dépendant de certaines especes trés-difficiles de théo-

*) Voici un passage tiré d’an manusctit inédit de la Bihliothéque pationale, intitulé « Mé-
moires des tkhwin Algafa », recueil encyclopédique, composs d'une soite de traités dont les
premiers ont pour objet les sciences mathématiques : « Les sciences philosophiques se divi~
senten quatre espices: 1° les sciences mathématiques, 2° les sciences logiques, 8° les scien-
ces physiques, 4* les sciences métaphysiques. Les sclences mathématiques A leur tour se di-
visent en quatre parties : 1* Paritiunétique, 2° ia géomérie, 3° I'astronomis, 4° la musique.»
— Voyez aussi Hadfi Khalfa , éd. deFloegel, vol. 1, introd., €ap. 1, teets 4, « de divisioni-
bus doctrinarom », et particalitrement p. 29-80 et P 84, puis vol. 11, p. 522.

1
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remes préliminaires, dans la solution desquels ont échoué la
plupart de ceux qui gen sont occupés. Quant anx anciens,
il ne nous est pas parvenu d'eux d’ouvrage qui en traite ; peut-
étre, aprés en avoir cherché la solution et aprés les avoir étu-
diés,n'en avaient-ils paspénétréles difficultés; on pent-étreleurs
recherches n'en exigeaient pas I'examen; ou enfin leurs ou-
vrages a ce sujet, s'il y en a, n’ont pas été traduits dans notre
langue. Quant aux modernes, c'est Almihini (*) qui parmi
eux conqut l'idée de résoudre algébriquement le théoréme
auxiliaire employé par Archiméde dans la quatrieme propo-
sition du second livre de son traité de la sphére et du cylindre;
or il fut conduit 4 une équation renfermant des cubes, des
carrés et des nombres, qu'il ne réussit pas & résoudre, aprés
en avoir fait l'objet d'une longue méditation (**). On"déclara
donc que cette résolution était impossible, jusqu’a ce que

]

*) « Mohammed Ben fca Abon Abdallsh AlmAbant; an sombre des savants qui ent culr
Aivé Varithmétique et la géométrie ; d'une fores de génte célbhre entre tous les savants qui 8¢
sont occupés do ces matidres, Tt vécut & Bagdad, et & composé des onvrages sur cette partio
des sclences, Nous en ¢ifons ; le traité des latitudes des étoiles, -— le teaits du rapport, — lo
traitd intitulé Sur les vingtsix propesitions da (premter) livre (des éléments) d’Euclide,
dans Ia démonstration desquelles on 0°a pas besoin de ia supposition dv contraire, » Je tea-
duis ceck du Ms. do Tdr{kh al Hogamd que posside Ia Biblicthéque nationale, et qui est
conforme dans ce passage an texte pubié par Casird {vol. I, p. 431). Au lien de oy e ls

titudes, » 16 M. du Fikrist dola mime bib. ports ., lo Ms. du Pihrist do la Dibl. de
Leyde u}f’i (uu:)b?). Ca dernier Ms., au lien de w, éu du rapport» (g). porte
did3}  § « doa similitnde ». Les Arabes se sont ocoupés surtout aussl dé Is composition

des rapports ooaudd 3L voir & oo sujot Ohastes , Apergu historique, etc. , note vr.
Quant e trolsidane ouvrage cité , le Ms. parisien du Fihrist porte L3V DL} 0, ot
puis Q&s",_;‘ L@A-ééab'a-.’.ﬂ‘j”.vddlesmmhpmpwﬁom
dont il Sagit : 5, 8, 9, 13, 15-18, 20, 31, 24, 28, 30, 3238, 41-44, 47, 48. Casiri n'a pas com-
pris lo sens de oo deraier passage. T'ohserve encore que plusieurs mathématiciens arabes ont
éorit sur Parrangoment systématique des Eléments d'Buclide; P'ai rencontré dans les Mas, de
1a bibl. de Leyde deux mémwires 4o o geare. — Voir encoro, a0 sujet d'Almahint , Notices
et Ratralls des manuserits, ete., t. VIt p. 58, 20, 102-112, 164. D’Herbelot, Bibl, arient.,
Faris, 1697, fol, p. 528, col. b, p. 533, col. a.
**) Voir ¢i-dessous la discussion de Péquation n° 17, et les additions A et B.
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pariit (*) Abot Djafar Alkhézin (**), qui résolut 'équation a
laide des sections coniques. Aprés lui tous les géométres
avaient besoin d’un certain nombre des espéces des susdits
théorémes (***), et 'un en résolut une, et l'autreune autre, Mais
aucun d'eux n’a rien émis sur 'énumération de ces espéces,
ni sur exposition des cas de chaque espéce, ni surleurs dé-
monstrations , si ce n'est relativement i deux espéces, que je
ne manquerai pas de faire remarquer (****). Moi, au contraire,
je n’ai jamais cessé de désirer vivement de faire connaitre avec
exactitude toutes ces espéces, ainsi que de distinguer parmi
les cas de chaque espéce les possibles d’avec les impossibles, en
me fondant sur des démonstratious; car je savais combien est
urgent le besoin de ces théorémes dans les difficultés des
problémes. Toutefois je ne: pouvais pas m'appliquer d'une
maniére suivie 4 la composition d'un semblable exposé,
ni lui vouer une méditation persévérante, empéché que
jen étais par les désastres survenus. Nous avons été témoin
du dépérissement des hommes de la science, réduits mainte-
nant 4 une mince troupe, dont le nombre est aussi petit que
ses afflictions sont grandes, et & laquelle les rigueurs de la

* La legon C»est confirmeée en effet par 1a citation que Hadfi Khaifa fait de ce pos-
sage (6. de Fluegel, tom. 11, p. 584); mais a legon C"' que je dols & Pavis bienveillant de

M, Reinand m’s para tellement préférable, que jen'al pas hésité & la vecevoir dans le texte,

**) « Abod Djafar Alkhazin, dont ce surnom est plus connu queson véritable nom, Per-
san dorigine , versé dans le calcul, Ia glométrie et Ia théorle des mouvements plandtaires,
habile & Ia fois dans b construction des instruments astronomiques et dans leur emploi, ve.
nommé pour cette partie des sciences dans son temps, Nous ciions de ses écrits : Ia table des
Safihas, Vouvrage le plus céldbre et le plus complet qui existe sar cette matitre; — lo traité
des probitmes arithmétiques. » Ici encore Casirl g'est trompé en traduisant : Liber Tabula.
ram Latitodinam. Les Safthas forment une partio de Iastrolabe des astroeomes arabes; on
trouve & cesujet d'amples détails dans Pexcellent mémoire de M. S¢dillot sur les instrom.
astron, des Arabes, p. 154-102 et 185-191. — Qutre les ouvreges mentionnés ci-dessus, la bi-
bliothdque de Leyde posside un commentaive du dixidms livre des Eléments d'Enelide, par
Abot Djafer Alkhzin,

**¥) A savoir, des équations cubiques.

**+¥) Voir p. 11 et 12, et les discossions des équations no 17 et ne 21,
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fortune ont imposé I'obligation commune de s'adonner, tant
qu'elles durent, au perfectionnement et & Pexploration d'une
seule science. Mais la plupart de ceux qui par le temps actuel
ont Pair de savants, déguisent la vérité par le mensonge, ne
dépassent pas les limites de Pimposture et de Fostentation
savante, et ne font servir la quantité de savoir qu'ils possédent
qu'a des buts matériels et vils, Et s'ils rencontrent un homme
distingué (*) par la recherche de la vérité et Pamour de la
véracité, sefforcant de rejeter la vanité et le mensonge, et d’a-
bandonner 'ostentation et la tromperie, ils en font Fobjet de
leurs mépris et de leurs railleries. Cest Dien que nous implo-
rons en tout état, c'est lui qui est notre refuge.

Dieu m'a gratifié de I'intimité de son excellence notre glo-
rieux et incomparable seigneur, le grand juge, Pimam, le sei-
gneur Aboti Tahir, que Dieu prolongeson élévation et confonde
ceux qui nourrissent contre lui de I'envie ou de linimitid] —
lorsque javais désespéré déja de jamais rencontrer un homme
possédant aussi complétement toutes les perfections pratiques
et théoriques, toutes, depuis la pénétration profonde dans les
sciencesjusqu’a la fermeté inébranlable dans ses actions et dans
ses efforts de faire du bien & chacun de ses fréres mortels. Sa
présence dilate ma poitrine, sa société rehausse ma gloire; ma
cause granditen empruntant de la lumidre 4 sa splendeur, et
ma force est augmentée par sa munificence et par ses bien-
faits. Je me sentis donc obligé de renouer le fil de ces recherches
que m'avaient fait perdre les vicissitudes de la fortune, et de
choisir parmi ce que jai approfondi en fait de la moelle des
théories philosophiques avec quoi je puisse approcher de son
siége sublime. Clest ainsi que j'ai commencé & énumérer ces

*} La ponctaation donnée dans le texte est celle du Ms. B. Dans ies deux autres manus-
crits le mot n'est pas ponctud du tont, Peut-8tre vandrait-il mienx fire moannayan «qui
se fatigue & rechercher, ¢fc. ; » ¢e qui s'accorderait surtout avee le moudjtahidan suivant.
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espéces de théoremes algébriques, va que les sciences mathé-
matiques sont les plus dignes de la préférence. Et je saisis la
corde du concours divin, espérant que Dieu m’assiste & pour-
suivre ce but, en indiquant avec exactitude jusqu’oti s'étendent
mes recherches et jusqu'ot: celles de mes prédécesseurs, dans
ces parties des sciences nobles entre toutes les autres, Yappuie
vna main sur 'anse solide de la protection du Trés-Haut. Clest
lui qui est le seigneur de I'exaucement, et c'est sur lui que
repose notre confiance en tout état.

Avec Fassistance de Dieu et avec son concours précieus, je
dis : L'algebre est un art scientifique. Son objet, ce sont le
nombre absolu et les grandeurs mesurables, étant inconnus,
mais rapportés 4 quelque chose de connu de maniére A pouvoir
étre déterminés ; cette chose connue est une quantité ou unrap-
port individuellement déterminé, ainsi qu’on le reconnait en les
examinant attentivement (*); ce qu'on cherche dans cet art, ce
sont les relations qui joignent les données des problémes a
(Pinconnue ), qui de la maniére susdite forme P'objet de Val-
gebre (**). La perfection de cet art consiste dans la connais-

*) Oubien ; « £t on arrive & cefte chosa connue en anslysant I'énoucé du probleme. » En
effet, lesdonnées du probidme, c'est-h-dire les coefficients de Péquation algébrique A laquelle
on la raméne, ne sont presque toujours indiquées dans les énoneés quiindirectement,

**) On peut comprendre ce passage de différentes manitres, tantd cause des pronoms suf-
fixes féminins qu'on peut rapporter soft & cindak , soit & awdridou, qu'a cause du mot
maoudodon employé deux fois de suite dans deux sens différents ; enfin & cause du mot
awdridou, qui proprerent signifis « les accidents », par opposition & maoudodon , « la
sabstanice » ; de sorte qu'il faudrait tradulre : « Ce sont les atiributs qui joignent leur sujetd
c¢ qui de la manitre susdite forme l'objet de Palgebre », ou « & ce qui ., . constitae les don-
nées do probléme v ; car on trouve aussi le mot maoudordon employé dans ce dernier sens N
exprimé ordinaivement par le mot mafroiddon. Le sens du passage reste cependant tonjours
essentiellement le méme, c'est-h-dire que Fauteur veut parler des relations algébriques qui
existent entre lesdonnées ef Finconnue, et que Falgédriste a & établir.— La définition donnée
per Fauteur, et qui, grace surtout aux pronoms suffizes, ne se distingue pas par la clarté, a
cela de remarquable, qu’elle n'a plus du tout égard aux deux opérations préliminaires dont se
compose le nom arabe de I'algébre, et qui en effvt ne constituent que ta résolution des équa~
tions du premier degré. C'est un indice d'un étal avancé de la sclence, d'un point de vue
plus élevé, parfaitement en harmonie avec la manitre supérieure dont I'auteur dans la suite
traite son sujet.—Voir, pour d'autres défivitions arabes de Valgdbre, Hadji Khalfa, éd. de

Wi
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sance des méthodes mathématiques au woyen desquelles on
est en état d’effectuer le susdit genre de détermination des
inconnues , soit numériques, soit géométriques.

Par grandeurs mesurables j’entends la quantité continue,
dont il y a quatre espéces : la ligne, la surface, le solide et le
temps, ainsi qu'on le trouve exposé généralement dans les
catégories, et spécialement dans la métaphysique (*). Quelques
savants considérent espace comme une subdivision de la sur-
face,subordonnéean genredela quantité continue(**); mais un
examen exact decette question prouve contre eux gue c'est
uneerreur. La vérité est que 'espace est une surface dans un état
et dans des circonstances dont la détermination exacte est étran-
gere au sujet qui nous occupe ici. H n’est pas d'usage d'intro-
duire le temps parmi les objets des problémes algébriques;
mais ¢'il avait été fait, cela aurait été parfaitement admissible,

1l est d'habitude chez les algébristes de nommer dans leur
art l'inconnue qu'on se propose de déterminer « chose », et son
produit en elle-méine « carré », le produit de son carvé en la
chose « cube », le produit de son carré en lui-méme « carré-
carré », le produit de son cube en soncarré « quadrato-cube, »
le produit de son cnbe en lui-méme « cubo-cube », et ainsi de
suite & une étendue quelconque. I est connu, par Pouvrage
d’Euclide sur les Eléments (*), que tous ces degrés sont en

Flaegel, tom, 1, p. 532; V'édition de Moh. Ben Movpd, par Rosen, p. 177+186,'et un passage
tris-intéressant des Prolégomdnes d'Ibn Khaldoin que j'avais extrait d’un Ms, de Ja bie
bliothéque de Leyde , mais que je ne repraduis pas fct, parce que le teste des Prolégomeénes
sera prochainement publié par M. Quatremére dans les Nofices et Extraits. Cela me permet
de me borner & dire qu'on y tronvers ce passage relafil a I'aigébre dans le ¢chapitre qui traite
des seiences mathématiques, 1hn Khaldodn y discute ces sclences dans Pordre suivant: Pa.
rithmétiquo tspéeulative), — le calenl, - Valgbbre, — les apérations commerciales e
héritages, - la géométrie, — la théorle des figures sphériques et des coniques, — la géodé-
sie, — l'optique, — P'astronomfe, — la théorie des tables astronomiques. Le tout oceupe en.
viron cing pages du Ms. de Leyde.

*) Hpdiry gudocopla,

**) Veir Aristote, Calegor., cap. 6; Phys. IV, cap. 4 nlt.

***) Voir Euclide, EWéments, 1X, prop. 8 sqq.
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proportion continue, c'est-a-dire P'unité est a lu racine comme
la racine au carré et comme le carré au cube (*); conséquem-
ment le nombre est aux racines comme les racines aux carrés,
comme les carrés aux cubes et comme les cubes aux carré-
carrés, et ainsi de suite (**).

i faut qu’on sache que ce mémoire ne saurait étre compris
que par ceus qui possedent une conmaissance parfaite des
ouvrages d'Euclide sur les Eléments et sur les Données, ainsi
que des deux (premiers) livres des Coniques d’Apollonius.
Pour quiconque serait en défaut relativement 3 la connaissance
d’un de ces trois ouvrages, il n'y a pas moyen de saisir bien
exactement les théories que je vais exposer. Déjd je n’ai pas
réussi sans peine 3 me borner, dans les citations & faire dans
ce traité, aux trois livres que je viens de nommer.

Les résolutions algébriques ne seffectuent qu'a l'aide de
Péquation, c'est-a-dire en égalant ces degrés les uns aux autres,
comme cela est bien connu. Si Palgébriste emploie le carré-
carré dans des problémes de mesure, cela doit s’entendre
métaphoriquement (***) et non pas proprement, puisqu'il est
absurde que le carrécarré soit au nombre des grandeurs
mesurables. Ce qui rentre dans la catégorie des grandeurs
mesurables, c’est d'abord une dimension, a savoir la racine,
ou, par rapport i son carré, le cbté; puis deux dimensions :
cest la surface; et le carré (algébrique) fait partie des gran-
deurs mesurables , étant la surface carrée. Enfin trois dimen-
sions : c’est le solide; et le cube se trouve parmi les grandeurs
mesurables, étant le solide terminé par six carrés. Or comme
iln'ya pas d'autre dimension, il ne peut rentrer dans lacatégo-
rie des grandeurs mesurables ni le carré-carré, ni a plus forte

N 1= =2 X

**)a ! ax = ar ! az® = ar* ; e == ax® ! ax' == elc.

***) Voir au sujet du terme de rhétorique madjds Ve commentaive des Makdmes de Harlrt,
Kouv, éd. ; Paris, 1847, p. A,

]

W e

W
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raison les degrés supérieurs (*). Et si I'on dit que le carré.
carré fait partie des grandeurs mesurables, cela se dit par rap-
port a sa valeur réciproque employée dans les probléemes de
mesure (*), et non pas parce que les quantités carré-carrées
elles-mémes soient mesurables, ce qui constitue une différence.
Le carré~carré ne fait donc partie des grandeurs mesurables ni
essentiellement ni accidentellement; et on ne peut le comparer
au pair et a liinpair qui en font partie accidentellement, par
rapport au nombre au moyen duquel la continuité des gran-
deurs mesurables est représentée comme discontinue.

Ce qu'on trouve dans les ouvrages des algébristes, relative-
ment & ces quatre quantités géométrigues, entre lesquelles se
forment les équations, 4 savoir : nombres absolus, cétés, carrés
et cubes, ce sont trois équations renfermant le nombre , des
cOtés et des carrés (***). Nous allons, au contraire, proposer
des méthodes au moyen desquelles on pourra déterminer fin-
connue dans I'équation renfermant les quatre degrés dont
nous venons de dire que ce sont eux exclusivement qui peu-
vent faire partie des grandeurs mesurables, 4 savoir : le nom-
bre, la chose, le carré et le cube.

Les espéces d’équations dont la démonstration (***) dépend
des propriétés du cercle, c'est-a-dire des deux ouvrages d’Eu-
clide sur les Eléments et sur les Données, se démontrent bien
facilement. Pour celles qu'on ne peut démontrer qu*a I'aide

*) N suffit de rappeler que c'est Descartes qui a répondu victorieusement A celte arga-
mentation, universellement adoptée avant tui.

**) Best facile d'imaginer unsemblable probléme. Supposons, parexemple, qu'il soit ques-
tion d’une sphre dont le volome goit & Punité de volume comme une ligne donnée @ & son
rayon ; en désignant ce rayon par 7, on aura g—,— == ‘—;—'~

@ tbrme, 24 a=dz, 2*=a- b L’aufenr, voulant parler fci du
progrés qu'il a fait faire & algébre, fait abstraction en cet endroil des trois formes ¢ — x,
a = 2, bx = z*, qui se trouvaient aussi dans les ouvrages deses prédéeesseurs, comme:
de problémes tout & fait inférieurs.

) Clest-b-dire la démonstration des procédés qui constituent teur résolotion.
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des propriétés des sections coniques, il faut s'en rapporter 2
ce qui est contenu dans les deux ( premiers) livres des Co-
niques. Lorsque 'objet du probléme est un nombre absolu (*),
ni moi, ni aucun des savants qui se sont occupés d’algébre,
navons réussi & trouver la démonstration de ces équa-
tions (et peut-étre un autre qui nous succédera comblera-t-il
cette lacune), que lorsqu’elles renferment seulement les trois
premiers degrés, a savoir: le nombre, la chose et le carré.
Pour ces espéces, dont la démonstration s’effectue au moyen
de 'ouvrage d’Euclide, j'en indiquerai la démonstration nu-
mérique (**). Et sachez que la démonstration géométrique de
ces procédés ne rend pas superflue leur démonstration numé-
rique, lorsque I'objet du probléme est un nombre, et non pas
une grandeur mesurable. Aussi voyez-vous bien qu'Euclide,
aprés avoir démontré certains théorémes relatifs 4 la propor-
tionnalité des quantités géométriques, dans le cinquiéme livre
de son ouvrage, donne derechef la démonstration exacte-
ment des mémes théorémes de proportionnalité, lorsque leur
objet est un nombre, dans le septiéme livre (***).

Les équations ayant lieu entre ces quatre degrés sont, ou
simples, ou composées. Des équations simples, il y a six es-
péces (****):

1” Un nowmbre est égal a une racine;

2° Un nombre est égal & un carré;

3° Un nombre est égal & un cube;

*) C'est-d-dire lorsqu'il s'agit de satisfaire & Péquation proposée par un nombre entier.
Voyez la préface.

**) 1l fant toujours entendre : la démonstration de la résolution lorsqu'll s'agit de satis-
faire & P'équation par un nombre enticr. Je no répélerat plus cette remarque dang la suite.

***) Yoir Euel., Elém. V11, prop. 4-22.

Y a2 2P a=2* 8 a=uzx;

4% bx = 2% 5° bx == 23; @&° ¢x® = 2%.

Iéchange ici les numéros 5 el 6 P'un contre Pantre; c'est Yordre suivi plustard par Nautenr
lorsqu'il discente ces équations une  une.



—10 —
4° Des racines sont égales & un carré;

5° Des carrés sont égaux a un cube;

6° Des racines sont égales & un cube,

Trois de ces espéces se trouvent mentionnées dans les trai-
tés des algébristes(*). Hs disent : La chose est au carré comme
le carré au cube; il suit donc nécessairement que Iégalité
entre le carré et le cube soit équivalente a celle entre la chose
et le carré (**), et de méme le nombre est au carré comme la
racine au cube (*™); mais ils n'avaient pas démontré cela géo-
méiriquement. Quant au nombre qui est égal au cube, il n'y
a de moyen, pour trouver le cité de ce dernier, que par la
counaissance préalable de la suite des nombres cubiques (™)
lorsque le probléme est numérique; lorsqu'il est géométrique,
il n'est résoluble que par les sections conigues.

Les équations composées sout en partie trinomes, en partie
quadrinomes. Les espéces des équations trinomes sont au
nombre de douze. Les trois premiéres sont (****):

1° Un carré et des racines sont égaux i un nombre;

2° Un carré et un nombre sont égaux & des racines;

3° Des racines et un nombre sont égaux & un carré.

Ces trois espéces se tronvent mentionnées dans les traités
des algébristes, et y sont démontrées géométriquement, mais
pas numériquement.

*) A savoir, les numéros 4, 2, §.

") gy & == 2t s 2% dome ax? = x° lorsque ax = x*.

) g s 2 == a2 § &P (done ax = X lorsque ¢ == 2%),

##+%) 1 mot « dstikrd » désigne proprement action d’sller de place en place ; ensuite i)
indique an jugement par induction, fondé sur la connafstance des cas particuliers qu'on ob-
tient eu les pavcourant Pun aprés Vautre (Voir Notices el Extrails, tome X, p. 43). En par-
1ant toujours de cette signification fondamentale bien établie, il fandra rendre ce terme de
différentes maniéres, selon les circonstances, Voir p. 8 olt, 8qq., p. 10, lig. 2, p. 33 passim,
p. 48, lig. 5 du texte arabe , ~ el addition C, & pen prés  la fin, o il est question du cas
¢ 1
TET

w70 gt by =a; A atba =br; $érda =2
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Les trois espéces suivantes sont (*):

1* Un cube et des carrés sont égaux & des racines;

2° Un cube et des racines sont égaux & des carrés;

3° Des racines et des carrés sont égaux 4 un cube.

Les algébristes disent que ces trois secondes espéces sont
proportionnelles aux trois premiéres, chacune 4 sa correspon-
dante, c'est-d-dire que Péquation : « un cube et des racines
sont égaux 4 des carrés » est équivalente 4 celle-ci: « un carré
et un nombre sont égaux Ades racines (**), » et de méme rela-
tivement aux deux autres. Mais ils ne l'avaient pas démontré,
lorsque les objets des problémes sont des quantités mesura-
bles. Pour lecas ot I'objet des problémes est un nombre, c’est
une conséquence immédiate du traité des Eléments (***). Or,
j’en démontrerai aussi le cas géométrique.

Les six espéces qui restent des douze, ce sont (****) :

1° Un cube et des racines sont égaux’a un nombre;

2° Un cube et un nombre sont égaux & des racines;

3° Un nombre et des racines sont égaux a4 un cube;

4° Un cube et des carrés sont égaux & un nombre;

5° Un cube et un nombre sont égaux a des carrés;

6° Un nombre et des carrés sont égaux & un cube.

De ces six espéces rien n'a paru dans les traités d'algtbre,
excepté la discussion isolée d'une d’entre elles (*****). Moi, jeles
discuterai et les démontrerai géométriquement, pas numéri-
quement. La démonstration de ces six espéces n'est possible
qu’au moyen des propriétés des sections coniques.

*) 10° 2% b ca? == by 110 2% - bx == e2?; 12° ox? e by = 23
*) g8 -}~ O == ca?, divisé par £, donne x* <} b &= cx. -
***) Vu la proportionnalité qui a lieu entre ces équations et les trols précédentes. Voir
page 8, ult.
) 130 2 b b =a; 182 a =bxr; 15° bz 4 a=2
16° 2zt h ez = a; 170 2} o @ == cx?; 18° 2! -} a = 2.
*#4%) Voir la digcussion de I'équation n” 17,



Quant aux équations composées quadrinomes, il y en a
deux classes : premiérement, celles dans lesquelles trois degrés
sont égalés & un degré. Ce sont quatre espéces (*):

1° Un cube, des carrés et des racines sont égaux 2 un
nombre;

2° Un cube, des carrés et un nombre sont égaux & des
racines;

3° Un cube, des racines et un nombre sont égaux a des
carrés;

4° Un cube est égal 4 des racines, des carrés et un nombre.

La seconde classe comprend celles dans lesquelles deux de-
grés sont égalés A deux degrés. 11y en a trois espéces(™):

1° Un cube et des carrés sont égaux a des racines et un
nombre;

2° Un cube et des racines sont égaux & des carrés et un
nombre;

3° Un cube et un nombre sont égaux & des racines et des
carrés.

Ce sont 1 les sept espéces quadrinomes : aucune desquelles
nous n’avons réussi a résoudre que géométriquet;lent. Un de
nos prédécesseurs avait besoin d’'un cas particulier d'une de
ces espéces, que je ne manquerai pas de faire remarquer (***).
Ia démonstration de ces espéces ne peut étre effectuée qua
Taide des propriétés des sections coniques.

Maintenant je vais discuter et démontrer, une &' une, toutes
ces vingt-cinq espéces; et jimplore l'assistance de Dieu : qui-
conque se confie sincérement A lui, Dieu le dirige et lui suffit.

Premiére espéce des équations simples. « UNE RACINE EsT

) Y e’ b = a;  20° xtfcxha = be;

2 2'f-bz $-6 = cx*; 12 ex’}bx fa=2g;
) 93¢ p eext=brta; % 2 Fhr=a’ta; B°rda=cxttdn
*+*) Voir la discussion de Péynation n® 21,
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£GALE A UN NoMBRE("). » Done, la racine est nécessairement
connue; ce qui va également pour le nombre et pour les quan-
tités géométriques.

Seconde espéce. « UN NOMBRE EST EGAL A UN CARRE(*').»
Le carré numérique sera donc connu, étant égal au nombre
connu; sa racine ne peut étre trouvée numériquement que
par la connaissance préalable de la svite des nombres carrés:
car ce n'est que de cette maniere qu'on sait, par exemple, que
la racine de vingt-cing est cing, et non pas par un procédé
algébrique. Nous n'aurons, a ce sujet, aucun égard i ce qu'en
disent ceux, parmi les algébristes, qui sont d’un avis différent.
Les Indiens possédent des méthodes pour trouver les cotés
des carrés et des cubes (***), fondées sur une telle connais-
sance d'une suite de nombres peu étendue, c’est-a-dire surla
connaissance des carrés des neuf chifires, a savoir, du carré de
un, de deux, de trois, etc., ainsi que des produits formés en
les multipliant 'un par I'autre, & savoir, du produit de deux
en trois, etc. J'ai composé un ouvrage sur la démonstration
de Pexactitude de ces méthodes, et jai prouvé qu’elles con-
duisent en effet i I'objet cherché. Fen ai, en outre, aug-
menté les espéces, C'est-a-dire que jai enseigné & trouver les
cOtés du carré-carré, du quadrato-cube, du cubo-cube, etc.,
aune étendue quelconque, ce qu'on n'avait pas fait précédem-
ment. Les démonstrations que j’ai données & cette occasion
ne sont que des démonstrations arithmétiques(****), fondées
sur les parties arithmétiques des Eléments d'Euclide (*****).

Y a=a. -

"), g=g'; &= Va.

#+} Cest-d-dire s pour Vextraction des racines carvées et cubiques. — Ce que auteur dit
des méthodes indiennes s’accorde avet ce que nous en savous par 'ouvrage de Colebrooke.

*+++) Quant & la restriction exprimée par 'autent, il fant Pentendre ainst : « Je v'en ai pas
donné en méme temps des démonstrations géométriques. »

*it) Ceqae Vautenr dit icide son ouvrage sur les détonstrations mathématiques de Vex-
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La démonstration géométrique de la seconde espéce est la
suivante (*). Supposons que la ligne AB (fig. 1) soit donnéeet
égale au nombre donné, et que AC soit égale & lunité et
perpendiculaive 4 AB. Complétons le rectangle AD. 1l est
connu alors gue la mesure du rectangle AD est ce nombre
donné. Nous construisons ensuite un carré égal au rectangle
AD, lequel soit le carré E, ainsi qu'il a été expliqué par Eu-
clide dans la quatorziéme proposition du second livre de son
ouvrage. Le carré E sera donc égal au nombre donné et connu,
et son coté sera pareillement connu, va la démonstration
donnée par Euclide. Mais c'est ce qu'il s'agissait d’obtenir.

Toutes les fois que nous dirons dans ce Traité : « un nombre
est égal 4 un rectangle », nous entendrons par le nombre
un quadrilatére 4 angles droits, dont I'un des ctés est 'unité,
et le second une ligne égale en mesure au nombre donné, en
sorte que chacune des parties de sa mesure soit égale au se-
cond cdté, Cest-d-dire & celui qui a été pris pour unité.

10  Troisiéme espéce. « U NoMERE BT E6AL A UN CUEE (**).»
Si l'objet du probléme est un nombre, le cube sera donc
connu; et il n'y a d’antre moyen pour en trouver le coté, que

traction des rasines des degrés supériears quelconques me semblo #tre d’une importance plus
que médioese pour Phistoire des mathématiques chez les Arabes. On sait qu'aprés la repais-
sance des lettres, ce farent Stifel et Vidte qui abordirent co sujet (voyez Francisci Viela
opers mathematics in unum volumen congesta, ed. Fr. a Schooten ; Lagdoni Batavorum,
1646, fol., p. 163 8qq., de numerosa potestatum purarum resolutione). Je fais ohterver que
Yextraction de Ia racine d'un degré quelconque dépend de la formule

Gy g I
Fn{atbp—tetmea-OPR~Scn-tmalad-B)m-Set e
Sna-Fd-peyntd-pmgla-t-btc—sds-tas(a-tb-e)-sdst.. a0

B B e v s o g s T 7l ALY R
=={y odep-g)™, en désignant pat my, s etc., les coefficients hinomisux,
Comparer & ee sufet une notice historique qui se trouve dans les Nouvelles annales de
mathématigues réd. par MM, Terquem et Gerono, tom. V, pag. 491 844 — Le mot arabe

istiksdiotin est une corraption de avorysis.
MNP =ag==a.1==AB. AC == carré E, douc le coté de £ = z.
3
) m, g = 2 2= Va
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fa connaissance préalable de la suite des nombres cubes, ce
qui va également pour toutes les puissances numériques, telles
que carré-carré, quadrato-cube, cubo-cube, ainsi que nous
Pavons dit dés Pabord.

Quant 2 la démonstration géométrique (*), nous supposons
que le carré AD (fig. 2) soit le carré de I'unité, cest-a-dire
que AB soit égal a BD, et que chacun de ces deux cotés soit
supposé égal a P'unité, Puis, nous élevons sur le plan AD, au
point B, une perpendiculaire BC, en la faisant égale au nombre
donné, ainsi qu'il a été exposé par Euclide dans le onzieme
livre de son ouvrage (**). Complétons le solide ABCDEZH. Il
est connu que la mesure de ce solide doit étre égale au nombre
donné. Puis nous construisons un cube égal a ce solide.
Mais la construction de ce cube ne s'effectue qu'au moyen
des propriétés des sections coniques. Nous la différons done
jusqu'a ce que nous ayons donné des théorémes préliminaires
qui se rapportent a ces propriétés,

Toutes les fois que nous dirons : « un nombre est égal 4 un
solide» , nous entendrons ici par le nombre un solide & cétés
paralléles et a angles droits, ayant pour base le carré de
l'unité, et dont la hauteur est égale au nombre donné.

Quatrieme espéce. « UN CARRE EST EGAL A CINQ DE SEs
RACINES (***).» Alors le nombre des racines est la racine du
carré. La démonstration arithmétique consiste en ce que la
racine multipliée par elle-méme produit le carré, et que la
méme racine multipliée par cinq produit également le carré :
elle est donc égale & cinq. La démonstration géométrique

*) *=@=a.1.1==BC.AB. BD.
**) Eléments, X1, 12.
YW, bx—=2' (5x=3%; r=>b.
‘ Demonstr, x.x=x° b.2=2x%; donc X.x="5.x on g=b,

lt
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est analogue i cela; on suppose un carré égal a cing de ses
cotés.

Cinquiéme espéce. « DES CHOSES SONT EGALES A UN CUBE("). »
Si fe probléme est numérique, il est évident que cette espéce
est équivalente 4 celle-ci : « un nombre est égal a un carré. »
Par exemple : « quatre racines sont égales 4 un cube», est la
méme chose que si l'on disait: « quatre en nombre est égal a
un carré,» vu l'existence de la proportionnalité mentionnée
ci-dessus (**),

Quant 4 la démonstration géométrigue (***), nous supposons
un cube ABCDE (fig. 3) dont la mesure soit égale a quatre de
ses cotés, et dont le coté soit AB. Alors son cdté AB, multiplié
par quatre, produira le cabe ABCDE, et en méme temps son
cdté, multiplié par son carré, c'est-a-dire par le carré AC, pro-
duit le cube; donc le carré AC est égal a quatre.

Sixieme espéce. « DES CARRES SONT EGAUX A UN CUBE (
Cela équivaut a: «un nombre est égal a une racine. »

La démonstration arithmétique consiste en ce que le nombre
est & laracine comme des carrés sont au cube, ainsi que cela
se trouve expliqué dans le huitiéme livre des Eléments (*****).

ARER
)n »n

"V, bx=ga* équivantd b=—=uz?,
*) Voir page 10. — J'al di conserver, ici et dans la suile, Fexpression «en nombrev,
pour mieux rendre lé sens du texte original. Voir la préface.

*#) §, AB== AB == cube ABCDE

{earré AC) . AB = (carré AC) . BD == cube ABCDE,

done &.AB == (carré AC). AB  on  4==cané AC = AB,
) v, ext==2° dquivantd c=u.

Démonstr. ¢t x=c¢x* : 2*, done c2* =2 ddsquec=2.

*+eeh) Ie ne saurais assigner aucune proposition dn huitiéme livee que Pauteur ent jci pn

avair en vue. Cela m'a fait penser que peot-dire lo texte portalt originairement Ly 3
J ,..oﬂ? S dans le onzitme livre des Bléments », conjectare qui serait corroborée en
quelque sorte par la lecon u.oU du manuserit C. En effet, la proposition X1, 34, implique
comme cas spécial le théoreme qui serait I'expression géométrique de la démonstiration dont
il &'agit ici. Toutefois je considére cefte snpposition comme trés-improbable, su que Vantenr
distingue tonjours rigourcusement les démonstrations géométriques des démonstrations
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Quant a la démonstration géométrique (*), nous suppo-
sous le cube ABCDE (fig. 3) égal au nombre de ses carrés, par
exemple, égal a deux carrés. Le carré de son cété est AC. Done
la surface AC, multipliée par deux, produira le cube ABCDE;
et en méme temps, multipliée par BD, qui est (égale au) c6té de
ce (carré), elle produit également le cube ABCDE. Donc BD,
qui est le cité de ce cube, sera égale a deux ; et c'est ce qu'il
s'agissait d’obtenir.

Toutes les fois que nous dirons, dans ce traité, « carrés du
cube,» nous entendrons par cette expression des carrés de
son coté.

Aprés avoir terminé la discussion des équations simples,
passons maintenant i celle des trois premiéres des douze équa-
tions trindmes.

Premiére espece. « UN CARRE ET DIX RACINES SONT EGAUX A
TRENTE-NEUF EN NoMBRE (**).» Multipliez la moitié (du nombre)
des racines par elle-méme. Ajoutez le produit au nombre, et
retranchez de la racine de la somme la moitié (du nombre)
des racines. Le reste est la racine du carré.

Si le probléme est arithmétique, deux conditions doivent
étre remplies; la premiére : que le nombre des racines soit
pair, de sorte qu'il ait une moiti¢ (entiére); la seconde : que le
carré de la moitié (du nombre) des racines et le nombre, ajou-

arithmétiques. Mais, au lieu du Auitiéme livre,on pourrait citer la kuitieme proposition du
neuvizme livre; en effet, celle-ci comporte que
trx=2a 2 dohilsail ¢ : 2= ¢2®: .
%) 2.(carté AC) = 2BD = BD = cube ABCDE
BD. (carré AC) = cube ABCDE,
dope  2.(carré AC) = BD". (carré AC) on 2 = BD.

b NG
) VI, P b a2 10F = 39); \/a-(-(—Z-) —%:r.

e fais observer que Mohammed Ben Moticd énonce cette équation sous la méme forme
péciale, qu'Alkhayyamia gardée peut-tre comme consacrée par Fusage,

2
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tés ensemble, produisent un nombre carré. Sinon, le probléme,
considéré comme arithmétique, est impossible (*). Géométri-
quement, cette espéce ne comprend pas de problémes impos-
sibles du tout.

La démonstration arithmétique est facile, et conforme i la
démonstration géométrique. Voici cette derniére (**). Nous
supposons le carré AC (fig. ) ensemble avec dix de ses racines
égal & trente-neuf en nombre. Supposons encore que dix de
ses racines soient représentées par le rectangle CE. La ligne
DE sera donc égale & dix. Divisons-la, au point Z, en deux
parties égales, Alors, parce que la ligne DE a été divisée en
deux parties égales au point Z, et qu'on lui a ajouté en ligne
droite la partie AD, le produit de EA en AD, qui est égal an
rectangle EB, ajouté au carré de DZ, sera égal au carré de ZA.
Mais le carré de DZ, qui est la moitié (du nombre ) des ra-
cines, est connu, et le rectangle BE, qui est le nombre donné,
est également connu. Par conséquent, le carré de ZA et la

ligne ZA seront connus; et lorsque nous retranchons ZD de
ZA, le reste AD sera connu,

*) tei Vantesr ge trompe; sucune des deux conditions n’est nécessaire pour que 2 soit
entier. Désignons par ¢ un nombre positif et irrationnel, par o un nombre positif et entier;
supposons ¢ > o &4 @ = 5.a, b = ¢ — «. Certainement s — o ne sera pas alors on

e,

2 2
nowbre pair, of ¢.a - (‘—2-) w(%) un nombre careé, vu que sa racine

—a\? -—
";'“ est irrationnelle; toutelols 2 = \/ ot (‘L{E) — < - £ == q sera un

nombre entier,

*)AD = AB =4, DE = 10, BR =130, DL = 2E =
EA . AD <+ DZ = ZA (Enclide, Eléments, 11, 6) on BE 4 DL == 74}
BE et DZ €lant connus, il en sera de méme pour ZA et pour (ZA ZD) = AD = g.

Vold le principe de cette démonstration : 1a proposition d'Euclide exprime que >+x) 2

+ (*Z‘):l = (g‘ + x): ; mals on avait (0-4-z) 2 = 2" 4-be= a, done at (g)a -

== (2 + z)l on \/a +(g)2—%= .
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Autre démonstration (*). Supposons que ABCD (fig. 5) soit
un carré; prolongeons BA jusqu'a E, et faisons EA égale a
un quart (du nombre) des racines, cest-a-dire & deux et
demi. Prolongeons DA jusqu’a Z, en faisant ZA égale 4 un
quart (du nombre) des racines, Menons d'une maniére sem-
blable des lignes de tous les sommets du carré y et complétons
la figure HT. Elle sera un carré, parce que ZE, AC et CT
sont des carrés, vu ce qui se trouve exposé dans le sixiéme
livre des Eléments (**). Les quatre carrés situés dans les coins
du grand carré sont égaux chacun au carré de deux et demi;
conséquemment lenr somme sera égale 2 vingt-cing, clest-

0 5

") AB = BC = g, FA == ZA = -'-‘- =1-§, B = "T' 4 B2 = 95;
zn=u.u=:-',—u,nzn=aon;ﬁ'+ 10 AB == 39, AB - 4 ZB = 39;
BT =AB 4 4 ZB 4 4 EZ = 39 -} 25 = 64;

10
# == AB == EM — (EA -} BM) = coté de HT — 2EA — 6 — 3 =3.

Le principe de cette démonstration consiste 4 compléter le carré; en effet, nons avons
] 3
BT = g? }. 4(%::) + 4(2) = (z+ g—) st en méme temps, parce que x*-f-bax=a,

Y et (). ot =(ot) /(Y e

Celte démonatralion est essentieliement ta méme que celle donnée par Mohammed Rea
Mot ; voyez Pédition de Rosen, pages 13 et A. Mohammed Ben Modcd en jonte une seconde,
dont volei Pexposé (voir fig. 5, a) :

Equation proposde : x 4 10 2 = 39,

Démonstr.: AB = g% G=p = -'59 z;
u+(c+n)=x7+a(1,f~z)=as.—...a
8H — |AB + (G -} D)= $H — 39 = (-’;")’. - (;)
w2 mwr ()

coté de SH = \/;4—“:8; ...\/a+<g->,

10 o\? b
r==¢6té de AB = 8 — 3 =3.--..A\/a+ 5) -3

**1 Fuclide, Eléments, VI, 2i.

fal i
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idire au carré de la moitié (du nowbre) des racines. Le rec-
tangle ZB est égal 4 deux et demie des racines du carré AC,
parce que ZA est égale & deux et demi. Les quatre rectangles
seront donc ensemble égaux A dix racines du carré AC. Mais
on avait supposé le carré AC ensemble avec dix de ses ra-
cines égal & trente-neuf en nombre. Conséquemment le carré
HT est égal & soixante-quatre. Prenons-en la racine, et retran-
chons d'elle cing. Il reste AB.

Supposons encore (*) qu'une ligne AB (fig. 6) soit donnée égale
adix, et que 'on demande le carré qui, ajoutéau produitde son
coté en AB, soit égal au nombre donné. Représentons le nombre
donné par lafigure E, laquelle soit un parallélogramme a angles
droits, ainsi que nous ’avons dit précédemment(**), Appliquons
4 la ligne AB un parallélogramme égal au rectangle E et excé-
dant d’un carré, ainsi qu'Euclide I'a expliqué dans le sixiéme
livre des Eléments. Que ce soit le rectangle BD, et que le carré
excédant soit AD; le c6té AC de ce carré sera connu, confor-
mément & ce qui se trouve établi dans les Données (***).

Seconde espéce. « UN CARRE ET UN NOMBRE SONT EGAUX A
pEs RACINES (***). » 1l est nécessaire, dans cette espéce, que
le nombre ne soit pas plus grand que le carré de la moitié
(du nombre) des racines. Sinon, le probléme est impossible.
Lorsque le nombre est égal au carré de la moitié (du nombre)

des racines, la moiti¢ (du nombre) des racines est elle-méme
la racine du carré. Lorsque le nombre est plus petit, on le re-

*) AB==10, E == 39, [aconstructiond’Euclide, Rléments V1, 29, implique la déter-

mination d'une ligne AC telle que BD = AC -+ AC . AB == E; don¢ # = AC.
**) Pag. 14, lig. 12,
**%) Prop. §9, éd. d’Oxford, 1708, fol,, p. 497.
ey e, 2t g == br  (b=10).

a— 2
Condition : a : (g ) (sans cela en effet x est imaginaire)

e = (g)‘x=l; 2)a<(g)’...r=gi\/ajr-:;



— B} -

tranchedu carré de la moitié (du nombre) des racines, on prend
la racine du reste et on Fajoute & la moitié / du nombre) des
racines, ou la retranche de cette derniére. Le résultat, tant de
Faddition que de la soustraction, est la racine du carré.

La démonstration arithmétique est conforme i la démons-
tration géométrique (*) (qui suit). Supposons un carré ABCD
(fig- 7), et supposons (le rectangle) ED, égal au nombre, joint
4 ce carré du c6té de AD. Le rectangle (produit) EC sera donc
égaladix(™*)cotés du carré AC, et conséquemment EB sera égale
4 dix.Que dans la premiére figure (7, 1) AB soit égale i la moitié¢
deEB, danslaseconde(7,2) plusgrande, etdans la troisiéme (7, 3)
plus petite que la moitié de EB. Alors, dans la premiére figure, AB
sera égale A cing. Dans la seconde et dans la troisieme figure,
divisons EBaupoint Z, en sorte que la ligne EB soit divisée en
deux parties égales au point Z, et en deux parties inégales
au point A. Donc, le rectangle EA en AB, ajouté au carré de
ZA, seraégal au carré de ZB, ainsi qu'il est expliqué au second
livre des Eléments. Le rectangle EA en AB, étant égal au nom-
bre, est connu; conséquemment, lorsqu'on le retrauche du

*) AB = AD == g, ED == @, EC = 10 . AB == bz, EB == 10 == b;

1) Z=2AB = -E—;; = 5;

2 i pu—— —
a; % AB E—:, EZ =2 ZB, EA.AB - AZ == BZ (Enclide, Elements, 11, 5);

EAAB = ED==qa et BZ = %E = g étant connus, on connaltra done
:” R AZ = AR = x ., —

Vaici le principe de cette démonstration: la proposition d’Euclide implique pour les
2 2
cas 2) & 3)que 2 () — 2) [:.":( —g)] == (g) » mais b — x*=a, douc

b Vs ] b\*
z(x—§)= (5) -—aou:::ir'_-\/(i) — a. Aucas t.le

radical disparait, parce que 0 = (2)’, denc 2 = g

**) La valeur spéciole adoptée ici, vappelle envore Uenonct donne de cette éynation par
Moh. Ben Molca.

ALel AZ,sinsi que

[N TR
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carré de ZB, qui est fa moitié (du nombre) des racines, le carré
de ZA, qui reste, sera connu. En retranchant dans la troisiéme
figure ZA de ZB, et daus la seconde figure en ajoutant ZA 3
ZB, on obtient pour reste on pour somme la ligne AB, Et
c'est ce qu'il s'agissait de trouver.

On peut, si l'on veut, démontrer cela encore d'autres ma-
niéres (*); mais nous nous bornons & ceci, de peur d'étre pro-
lixe. Supposons (**) qu'une ligne AB (fig. 8) soit donnée égale
4 dix, et qu'on demande & retrancher d'elle une ligne telle
que, lorsqu'on la multiplie par AB, ce produit soit égal au
carré de cette méme ligue, plus un autre rectangle, lequel ne
soit pas plus grand que le carré de la moitié de AB, c’est-a-dire
plus le nombre donné qui scit représenté par le rectangle E.
Nous nous proposons donc de retrancher de AB une ligne dont
le carré plus le rectangle E soit égal au produit de ABen

*} Voici Pexposé de la démonstration que Mohammed Ben Motigh {édition de Rosen,
page 16 et {|) donns de cette espice (voyez fig. 7. ) :
Equation proposée : z* < 91 = 10 .
Démonstration :  AD=27; BB==91; HD==HEN.HC=22.10;
CGe==HG == ?22 x=n-‘-$ =8} GK=2CO = Gl =5— x;
TK=GK +4-GT=C6==5; NT:=HG=(G=5;
(O _ (B}
MT-——%-—-(T) -—-(2)
KL=KG; ML= KM —KL:=KT «—KG=TG;
LR ==KG==Cf — GT=CG—CA ==GA;
ML . LR==TG.GA, MR ==TA;
HT 4-MR=HT +TA==HB=22{; ...q

KR == BT — (BT - MB)= 25 — 21 = §; (g)’ —~a

— T
RG= \/4 = 2; .\/(5) -—a
b b\?*
Z:= AC:2 CG e GA=CG— RG == 525223, 0, , . 7=~ (§ —a;

puis Mohammed Ben Mofigd ajoutesenlement que 5 - 2 satisfera anssi & Péquation proposée,
sans le démontrer.

**) AB = 10 = J, E = &. La conslruction d'Euclide, %léments v1, 28, implique la

détermination d'une ligne BC telleque E == AZ == AB . BC — BC on BCha=5.58¢
done B = x.
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cette ligne. Or, appliquons 4 la ligne connue AB un rectangle
égal au rectangle connu E et défaillant d'un carré, ce qui est
possible (*), parce que le rectangle E n'est pas plus grand que
le carré de la moiti¢ de AB. Que ce soit le rectangle AZ, et que
le carré défaillant soit CD, conformément a ce qui est exposé
par Euclide dans le sixiéme livre des Eléments. Le ¢oté CR
seraalors connu, ainsi qu'il est expliqué dans les Données -
Mais cest ce qu'il s'agissait de montrer.

11 est évident que cette espéce comprend différents cas ")
et qu'elle donne lieu & des problémes impossibles (*"**). Quant
aux conditions de sa solubilité¢ en nombres entiers, elles peu-
vent étre déduites de ce que nous en avons dit 4 Voccasion de
la premiére espéce (*****).

Troisiéme espéce. « UN NOMBRE ET DES RACINES SONT EGAUX A
UN CARRE (™****). » On ajoutele carré de lamoitié (du nombre)
des racines au nombre, puis on prend la racine de la somme,

et 'sjoute 4 la moitié (du nombre) des racines. Ce qui résuilte
est la racine du carré.

*) Voir Euclide, Eléments, V1, 27, 28.
**) Prop. 58,

) A gavoir les cas x;g

<
1

(’1
i)
*#) En ce cas-cl, une des deus valears poutea &ire entidre sans qu'ancune des deux con.
ditions dont veut parler Pauteur solt remplie; onn'a qu'a supposer a=g.¢, b=¢ -} &, une
desdeux solulions sera . Mais méme afin de les rendre entidres togtes les deux, 1a pre-
2
midre condition, que & soit pair, n'est pas uécessaire ; et quant & la seconde, que (—;—’) —a
doit 8tre un nombre carré, il est nécessaire senlement que cette expression soit dela
N2
forme (g) » P désignant an nombre entler pair ou impair. Pour s'en convaincre, il

suffit de supposer a = .8, b == « - § en désignant par o un tombre positlf, entier
et pair, par § un nombre positif, entier et impair,

uuu) IX, br -—‘-(l=3"i g + ‘ / a .{- (g\zz—: x.

*+**) A savoir lorsque @ >

'

i

RN



Démonstration (°). Que le carré ABCH (fig. 9) soit égal a
cing de ses racines plus six en nombre. Retranchonsen le
nombre qui soit représenté par le rectangle AD. 1l reste le rec-
tangle EC, égal au nombre de racines, lequel est cing. Laligne
EB sera donc égale & cinq. Nous la divisons en deux parties
égales au point Z. La ligne EB sera donc divisée en deux par-
ties égales au point Z, et en méme temps on lui a ajouté la
partie EA, d'ois il suit (**) que le rectangle BA en AE, clest-a-
dire le rectangle connu AD, plus le carré connu de EZ, est
égalau carréde ZA. Le carré de ZA et ZA serout donc connus.
Mais ZB est connue; conséquemment AB est connue.

Liexiste encore d’autres démonstrations de ce théoréme ",
la recherche desquelles peut servir d'exercice au lecteur.

) AB==5AB-j6; AB== AH:==z, AD =6, EC== $AB, EB =5, EZ, =28 %’;
BA . BA--EZ==7A on AD -} EZ =74}

mais AD et EZ étant connus, i'l':u et ZA +-ZB = AB = 2 seront également connus.

La proposition citée d'Euclide implique en ce cas-ci que

Tz -0+ (g)’e. ( _g)’;maix o8 2{x— b= 2w br=q,

b\? b\? b AN
donc ﬂ+<§) ‘-'-‘-( '-5) 0"’§+‘/a+(g)=x.
**) Buclide, Eléments, i1, 6.
***) Volei Pexposé de celle donnée par Mobammed Ben Moded (édition de BRosen, p. 19
et {|* - voir fig. 9, a).
Equation proposée : 3z + 4 = z°.

Démonstration : AD = 2*; HC == 3, BD=3%; HB=:AD — HD == %? — 32 == hwe... @
3

HC 3 3\? 1 \?
w=ci= g = g; BB () =] .—.(3)
TL == AH; GT =GCH; GT <+ TL==GH-}-HA, GL = GA; MA==GL= GA;
donc 1) AB - MA == AC— GA, BM=CG =GH==LN
2) GL— GT = GA —GH, TL=AH=XNX;
BM.MN==TL.LN, BN =TN;
§=HB== AN-}-BN = AN--TN;

GM == BT - (AN +TR) =2 % +§; (’5’)’ +a

M;=‘/';§_-|—~:=21;...\/ (§>’+a
t=AGCG=1] 42 —..-.a.-...‘/ (3)’+a+';'j

w

t
~
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Supposons encore (*) que la ligne BE (fig. 10) soit égale au
nombre des racines, et qu'on demande vn carré et son coté,
cn sorte que ce carré soit égal au nombre (donné) de ses cités
plus le nombre donné. Que le nombre donné soit repré-
senté par le rectangle T, et que H soit un carré égal i ce
rectangle. Construisons un carré égal 4 la somme du carré H
et ducarré de EK, ligne qui est égale 4 la moitié du nombre
des racines. Que le carré construit soit Z. Faisons KC égale au
cété de Z, et complétons le carré ABCD. Celui-ci sera le carré
qu'il s’agissait de trouver.

11 est évident que ni cette troisiéme espéce nila premiére ne
donnent lieu & rien d'impossible, tandis que Cest le cas pour
la seconde espéce, laquelle en méme temps comprend diffé-
rents cas, ce qui n’arrive pas daus les deux autres.

Démontrons maintenant que les espéces de laseconde triade
de ces équations sont proportionnelles i celles de la premiére.

Premiére espéce. « UN CUBE FT DES CARRES SONT EGATX A
DES RACINES (**). » Supposons un cube ABCDE (fig. 11), pro-
longeons AB en ligne droite jusqu'a Z, faisons AZ égale au
nombre des carrés, et complétons le solide AZHTCD en guise
de prolongement du cube AE, comme cela se fait habituelle-
ment. Le solide AT sera égal au nombre de carrés, et le solide

") EB==), T==H==g, Exz}%eg;

z=n+“ni’=_-a+(§)’; ke=onedez=1/a+(3)";

b ]
BC=BK-{KC=j + \/a+ (g) = .
Je remarque qu’ici 'anteor ne construit pas P'équation carrée proposée, ainsi que c'était le
cas dans ce qui précéde, mais Ia racine de cette équation qu'il prend toate résolue.
) X, & caxt = ba
Démonstr. : cube ABCDE =27, AZ=¢, AZHTC=2¢z", BT == 3% o €x3 == br;

K==b, AD=u, K.AD=5.x; HB . AD == BT ==bz; doue
K.AD=HB.AD el Kx==HB:=BC+}- HA ot h=r'-4 ca.

5

I Ot T
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BT, qui est égal au cube plus le nombre donné de carrés,
sera ¢gal au nombre donné de racines. Construisons un rec-
tangle K égal au nombre donné des racines; la racine, cest
le coté du cube, clest-a-dire AD. Done le rectangle K, mul-
tiplié par AD, sera égal au nombre donné de cbtés. D'unm
autre c6té, le rectangle HB, multiplié par AD, produit le cube
plus le nombre donné de carrés. Mais ces deux solides sont
égaux; c'est-a-dire le solide BT et le solide construit sur K et
ayant pour hauteur AD. Conséquemment, leurs bases seront
réciproquement proportionnelles 4 leurs hauteurs. Or, leurs
16 hauteursétant égales, leurs bases nécessairement le serontaussi,
Mais la base HB est égale au carré CB plus le rectangle HA
qui est égal & ce nombre de racines (de CB) qui avait été donné
pour les carrés, Donc K, qui est le nombre donné pour les ra-
cines, est égal au carré plus le nombre de racines donné pour
les carrés. Mais c'est ce que nous nous proposions de déman-
trer.

Voici un exemple de cette espéce. Un cube et trois carrés
sont égaux & dix racines; cela équivaut a: un carré et trois ra-
cines sont égaux i dix en nombre,

Seconde espéce. « UN CUBE RT DEUX RACINES SONT EGAUX 4
TROIS CARRES (*). » Cela équivaut 4 : un carré plus deux est
égal A trois racines.

Démonstration. Supposons un cube ARCDE (fig. 12), lequel,
ajouté & deux de ses racines, soit égal a trois carrés. Suppo-
sons de plus un carré H égal 4 CB, et une droite K égale 4 trois,
Le produit de H en K sera alors égal  trois carrés du cube AE.
Construisons sur AC un rectangle égal 4 deux, et complétons

) XN, 2?4 bx ==eg? (2* b 2 == 30%),
Démonstr,: cobe ABCDE == 23, H=CB=2%, K== 3, H.K=3x% AL=12, AT=2r;
BT ==ZB.AC==ZB.2% BT=AE+ AT=2"-}-2r =32 donc 78==3;
BL==BCH+AL=1r?4-2; BL=7D.AB==37; done Fiofed =23,
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le solide AZCTD; il sera égal au nombre de racines. Mais lors-
qu'on multiplie la ligne ZB par le carré de AC, il résulte le
solide BT, et le solide AT est égal au nombre de cétés; con-
séquemment, le solide BT sera égal an cube plus une quantité
égale au nombre de ses cOtés. Le solide BT sera donc égal
aunombre de carrés, Il en suit,d’'une maniére analogue i ce qui
a été expliqué dans le théoréme précédent (*), que la ligne ZB
est égale a trois. En méme temps le rectangle BL est égal 4
un carré et deux. Conséquemment, un carré et deux sera égal
a trois racines, parce que le rectangle BL est formé par le
produit de AB en trois. Mais cest ce qu'il s’agissait de démon-
trer.

Troisiéme espéce, « UN cUBE ST EGAL A UN CARRE ET TROIS
RACINES (**). » Cela équivaut 4 : un carré est égal 2 une racine
et trois en nombre.

Supposons un cube ABCDE (fig. 13) égal & son carré, plus
trois de ses cotés. Retranchons de la ligne AB, qui est le coté
du cube, laligne AZ égale au nombre des carrés, lequel est
un, et complétons le solide AZTHC. Alors ce solide AZTHC
sera égal au nombre donné de carrés. Il reste donc le solide
ZE égal au nombre donné de cétés; et I'un des deux solides
sera & Pautre comme la base ZC a la base ZL, ainsi que clest
démontré dans le onziéme livre des Eléments (**), puisque
leurs hauteurs sont égales. Mais le rectangle ZC est égal a

*) C'est-hodire, les denx solides ZB.AC et 32° étant éganx, leurs bases doivent éire réci-

proquement proportionnelles 3 leurs bauteurs; or, leurs bases éfant égales (AC = x7), leurs
hantenrs seront égales, ZB== 3. Dans le théoréme précédent les hauteuts étaient égales, et
on en déduisait I'égalité des bases.

*}xn, et fbr=2a' (2 =1.2?4-32).

Démonstr. : cube ABCDE =2* =1, 2?-}-3x; AZL==¢==1, TC=={.2%;
TL=AE—~TC=2* {2t = 32} ZC== AZ.AC==1.Z}
TL:TC=1ZL:IC ou 32 ; * =IL : X, douc ZL ==3;

CB= 70+ 2L ou 2* =1 .24 3.
***} Euclide, Eléments, XI, 32.
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une fois la racine du careé CB, et le rectangle ZL, est le nom-
bre des racines, 4 savoir, trois. Conséquemment, le carré CB
sera ¢gal a une racine plus trois en nowmbre, et clest ce que
nous nous proposions de démontrer.,

Tant que ces démonstrations (des équations 1o, i1, 12) ne
sont pas entendues de cette manicre (géométrique; tandis
qu'auparavant on ne les avait envisagées que du point de vue
purement arithmétique, voir pg. 11, Ig. 10), I'art de Palgebre
n'est pas véritablement scientifique, bien que cette méthode
de démonstration exige qu'on aborde quelques difficultés,

Or, aprés avoir traité précédemment ces espéces d’équations
qui peuvent étre démontrées au moyen des propriétés du cer-
cle, c'est-a-dire au moyen de I'ouvrage d'Euclide, occupons-
nous & présent de la discussion de celles dont la démonstra-
tion ne peut étre donnée qu'au moyen des propriétés des
sections coniques. Ces derniéres espéces sont au nombre de
quatorze, comprenant 1° une équation simple, 4 savoir I'é-
quation : « un nombre est égal 4 un cube; » 2° six équations
trindmes qui restent (encore  étre discutées, des douze équa-
tions trindmes proposées dans le tablean général des équa-
tions algébriques); 3° sept équations quadrindmes.

Faisons précéder cette discussion par quelques propositions
fondées sur 'ouvragedes Coniques (*), afin d'offrir  I'étudiant
un arrangement systématique, et afin que dans ce Traité
nous n'ayons i renvoyer 4 plus des trois ouvrages mention-
nés, A savoir, les deux ouvrages d’Euclide sur les Eléments
et sur les Données, et les deux (premiers) livres du traité
des Coniques.

Trouver deux lignes entre deux autres lignes (données),

*; Ceci ne s'applique qu'an premvier des froks théorémes préliminaires qni suivent.
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de maniére que ces quatre lignes soient en proportion continue (*).
Que les deux droites (données) soient AB, BC (fig. 14), et 18

placons-les de maniére qu’elles renferment Pangle droit B.
Construisons une paraboledont le sommet soit situé au point B,
dont axe soit L.C, et dont le paramétre soit BC. Que ce soit
la conique BDE. Elle sera connue de position, parce que son
sommet et son axe sont connus de position, et que son para-
métre est connu de grandeur. Elle touchera la ligne BA,
parce que l'angle B est un angle droit, et conséquemment égal
a Pangle de Pordination , ainsi que cela est démontré dans la
trente-troisiéme proposition du premier livre des Coniques(**).
D'une maniére semblable nous construisons une autre para-
bole ayant pour sommet le point B, pour axe AB, et pour
paramétre AB, laquelle sera la conique BDZ, ainsi que cela est
démontré par Apollonius dans la cinquante-sixiéme proposi-
tion du premier livre (***). La conique BDZ touchera la figne
BC. Les denx paraboles s'entrecoupent donc nécessairement.
Que D soit leur point d’intersection. Alors le point D sera
connu de position, parce que les deux coniques sont connues
de position. Abaissons du pointD denx perpendiculaires DH,
DT, sur AB, BC. Elles seront connues de grandear, ainsi que
cela est démontré dans les Données (™***), Et je dis qu'alors les

*WABtz==g: y=y % BC.

Construction : B sommet, BC axe, BC paramitre de la parabole BDE;

B sommel, BA axe, AB paramétre de la parabole BDZ;
Parsh, BDE. ., BD = BH . BC, HD =BT, donc BC: BT =BT ; BB
Parah. BDZ...DT == BA . BT, DT =H8, donc BT ; HB=HB { BA

conséquemment AB ¢ BR=BH : BT =BT ! BC
x ==BH, y = BT

C'est la seconde des deux constructions de ce probléme attribuées a Afénechme. Voir Ar-
chiméde, é1. 4'0xford, pg. 142.

**} Voir 'édition d'Osford, 1716, fol., p. 57. La proposition  laquelle I’'suteur faft ally-
slon y est la trente-deuxiéme.

*++) gdit. d'Oxford, livre 1, prop. 5.

*#*%) Voir propp. 30, 25, 26.
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quatre lignes AB, BH, BT, BC, sont en proportion con-
tinue.

Démonstration. Le carré de HD est égal au produit de BH
en BC, parce que la ligne DH est ordonnée de la parabole BDE;
conséquemment BC est & HD, laquelle est égale & BT, comme
BT 2 HB. 1a ligne DT est ordonnée de la parabole BDZ. Le
carré de DT, laquelleest égale 4 BH, sera donc égalaun produit
de BA en BT. Conséquemment BT sera 4 BH comme BH 4 BA.
Les quatre lignes sont donc en proportion continue; et la
ligne DH est connue de grandeur, vu qu'elle est menée d’un
point connu de position 4 une ligne connue de position, sous
un angle connu de grandeur; et semblablement DT sera
connue de grandeur. Il suit donc que les deux lignes BH,
BT, sont connues de grandeur, et quelles sont en méme temps
moyennes proportionnelles eutre les deux lignes AB, BC,
c'est-a-dire que AB est 3 BH comme BH BT, et comme BT
a BC. Mais clest ce qu'il s’agissait de démontrer.

Etant donnés le carré 4BCD (fig. 15,1), base du parallélipi-
péde rectangle ABCDE, et le carrd MH s construire sur MH
comme base un parallélipipéde rectangle égal au solide donné
ABCDE (*),

Faisons AB 4 MZ comme MZ 4 K, et puis AB 4 K comme ZT
4 ED. Placons ZT de maniére qu'elle soit perpendiculaire au
plan MH au point Z,et complétons le solide MZTH. Je dis que
ce solide est égal au solide donné.

Démonstration. Le carré AC est au carré MH comme AB
a K. Le carré AC sera donc au carré MH comme ZT, la hau-

*) On détermine K et ZT au moyen des deux proportions
1)AB ; MZ = MZ:K
2) AB : K= 2T : ED
ilsuit  AB ¢ MZ = ZT: ED, done AB . ED = ¥Z'. 27
ot solide BE = solide MTH,
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teur du solide MTH, 4 ED la hauteur du solide BE. II suit que
les deux solides sont égaux, puisque leurs bases sont réci-
proquement proportionnelles 4 leurs hauteurs, ainsi que c'est
démontré dans le onziéme livre des Eléments (*).

Toutes les fois que nous nous servirons de Pexpression
« solide, » nous désignerons par cela un parallélipipéde rec-
tangle; et de méme, toutes les fois que nous nous servirons
de Pexpression « figure planex, nous voudrons parler d'un
rectangle.

Etant donné un solide ABCD (fig. 15, 3) dont la base AC
est carrée, construire un solide dont la base soit un carré, la
hauteur égale ¢ laligne donnée ET, et lequel soit égal au solide
donné ACD (™).

Faisons ET 4 BD comme AB 4 K, et prenons entre ABet K
une moyenne proportionnelle EZ, Faisons EZ perpendiculaire
4 ET, et complétons TZ. Puis faisons EH perpendiculaire au
plan TZ et égale & EZ, et complétons le solide HETZ. Je dis
que le solide T, ayant pour base le carré HZ et pour hau-
teur la ligne donnée ET, est égal au solide donné D.

Démonstration. Le carré AC est au carré HZ comme AB
aK; conséquemment le carré AC sera au carré HZ comme ET
4 BD. Les bases des deux solides étant ainsi réciproquement
proportionnelles 4 leurs hauteurs, les solides seront égaux. Et
C'est ce qu'il s'agissait de démontrer.

Ces préliminaires établis, nous pouvons donner Ia
résolution de la troisiéme espéce des dquations stmples

*} Prop. 34,
**) On détermine X et EZ au moyen des deux proportions
1) EL:BD == AB:K
2) AB: EZ == F7: K
ilsuit  AB: EZ = ET: BD, donc AB . BD ==EZ . ET
ou solide D = solide T.

20
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laquelle était : « Uy cumr sst GaL A ©y NommR (") »

Représentons le nombre par le solide ABCD (fig. 16), dont
la base AC soit le carré de Punité, comme nous I'avons expli-
qué précédemment (**), tandis que sa hauteur soit égale an
nombre donné. Nous désirons construire un cube égal 4 ce
solide. Prenons, entre les deux lignes AB, BD, deux moyennes
proportiounelles : celles-ci seront connues de grandeur, comme
nous venons de le démontrer (***). Que ce soient les lignes E, Z.
Faisons HT égale 4 la ligne E, et décrivons sur HT le cube
THKL. Ce cube et son cdté seront connus de grandeur, et je
dis que ce cube est égal au solide D.

Démonstration. Le carré AC est au carré TK en raison
double de AB 4 HK, et 1a raison double de AB 4 HK est égale
a la raison de AB 4 Z, de la premiére A la troisiéme des quatre
lignes, et conséquemment égale  la raison de la seconde HK
a la quatritme BD. Les bases (TK, AC) du cube L et du so-
lide D sont donc réciproquement proportionnelles & leurs
hauteurs:(HL=—=HK et BD). Il suit de l4 que ces deux solides
sont égaux, et c’est ce qu'il s'agissait de démontrer.

Apres cela, occupons-nous des six équations trindmes qui
restent & étre discutées.

Premidre espéce. « UN cuse ®r DEs cOT¥s soNT EcAUX A
UN NomsRe (***).» Faisons la ligne AB (fig. 17) égale au cité

m, ga=x.
Faisons AB ==BC =1,BD ==4;
déterminons denx lignes E, Z en sorte que AB: B=¥: Z =2 BD;
flsuit AB :E==AB:Z=R:BD,
done B == AB . BD=t.a=a
ou, en faisant BT =E, @ =HT ...z = HT.
*} Pg. 15,
***) Pg. 28 uit. sqq.
My, 28 b br=a. AB'=b, AB.BC=a.
B gommet , BZ axe, AB paramatre de la parahole BBD.
BC diamétre du cercle CDB.



d'un carré égal an nombre des racines, lequel coté sera
donné. Construisons ensuite un solide dont la base soit
¢gale au carré de AB, dont la hauteur soit égale 4 BC, et
lequel soit égal au nombre donné, construction que nous
avons enseignée dans ce qui précéde (*), et faisons BC per-
pendiculaire 4 AB. On sait d'ailleurs (**) ce quil faut en-
tendre dans notre traité par le nombre solide : c'est un so-
lide dont la baseest le caré de I'unité, et dont la hauteur est
égale au nombre donné, c'est-a-dire 4 une ligne dont le rap-
port au coté de la base du solide est égal au rapport du
nombre douné i Punité. Prolangeons AB jusqu’a Z, et cous-
truisons une parabole dont le sommet soit B, l'axe BZ, et le
paramétre AB; ce sera la conique HBD. Elle sera cornue de
position, comme nous I'avons expliqué dés la premiére de ces
constructions (**) , et touchera la ligne BC. Décrivone sur BC
un demi-cercle: il coupera nécessairement la conique. Que le
point d'intersection soit D. Abaissons de D, qui, comme on
sait, sera connu de position, deux perpendiculaires DZ, DE,
sur BZ, BC. Elles seront connues de position et de grandeur.
La ligne DZ étant ordonnée de la conique, son carré sera égal
au produit de BZ en AB; conséquemment AB sera & DZ, qui
ést égale & BE, comme BE a ED, qui est égale ZB. Mais BE
est & ED comme ED 4 EC. Les quatre lignes suivantes sont
donc en proportion continue AB, BE, ED, EC; et conséquem-
ment le carré de la premiére AB est au carré de la seconde BE

Parsh, : D7 = AB.BZ, DZ==BE, BZ== DE...AB:BE == BE: DE
Cercle ; BE:DE=DE : F(
-+ AB’:BE = BE : EG, BE'= AB". kC

BE L KD BB == XB. FC4-AB. EA=A5. B onBE - b, 8E = a, 7 == BE,
*) Voir pag. 30, .

**) Voir pag. 15.

***) Voir pag. 29,
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comme la seconde BE ala quatrieme EC. Il suit de la que le
solide dont Ia base est le carré de AB, et la hauteur EC, est
égal au cube de BE, puisque leurs hauteurs sont réciproque-
ment proportionnelles 4 leurs bases. Ajoutons & tous les deux
le solide, dont la base est le carré de AB, et la hauteur EB.
Le cube de BE, plus ce solide, sera égal au solide, dont la base
est le carré de AB, et la hauteur BC, lequel solide nous avons
posé égal au nombre donné. Mais le solide dont la base est le
carré de AB, qui est égal au nombre des racines, et la hau-
teur EB, qui est le coté du cube, sera égal au nombre donné
de cotés du cube de EB. Conséquemment le cube de EB, plus
le nombre donné de cotés du méme, est égal au nombre
donné; et c'est ce qu'il s'agissait d'obtenir.

Cette espéce ne présente ni variété de cas, ni problémes
impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés du
cercle combinées avec celles de la parabole.

Seconde espéce des six équations trindmes. « Ux cusr ¥r
UN NOMBRE SONT EGAUX A DES coTEs (**). » Faisons la ligne AB
(fig. 18} égale au coté d'un carré égal au nombre des racines,
et construisons un solide ayant pour base le carré de AB, et
égal au nombre donné. Que la hauteur de ce solide soit BC,
et placée perpendiculairement 2 AB. Décrivons une parabole
dont le sommet soit situé au point B, et Paxe dans la direction
de AB, et dont le paramétre soit AB.Ce sera la courbe DBE,

*) Léquation 2 -} bz —- a =0 w'adinet qa'nne seule racive réelle, laquelle est tonjours
positive.
"y, 2ta=ba AB =0, AB. BC=a.
B sommet, BH axe, AB paramétre de la parabole DBE.
Csommet, CT axe, BC paramétre de l'hyperbole équilatére ECZ,

Hypetb. : T =sr.CT... * BT:ET=ET:TC
Parab. : EB = BH.AB, B =BT, BH =ET. ., .AB : BT = BT : ET

A8’ BT =BT : TC, BT =AB IC
BT - AB'BC = 5. TC - 5" BC= 35" BT 0 574 @ =5.BT, x =BT.
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connue de position. Puis construisons une seconde conigue,
& savoir une hyperbole, dont le sommet soit situé an point C,
et Vaxe dans la direction de BC, et dont le paramétre et le
grand axe soient tous les deux égaux 4 BC; que ce soit la
courbe ECZ. Cette hyperbole sera connue de position, ainsi
qu’il est démontré par Apollonius dans la cinquante-huitiéme
proposition du premier livre (*), Les denx coniques se ren-
contrent ou ne se rencontrent pas. Sielles ne se rencontrent
pas, le probléme est impossible. Mais si elles se rencontrent,

soit par contact en un point, soit par intersection en deux "

points, le point de rencontre sera connu de position. Que les
deux coniques aient une intersection au point E : abaissons
de E deux perpendiculaives ET, EH, sur les deux lignes BT,
BH. Les deux perpendiculaires sont infailliblement connues
de position et de grandeur. La ligne ET est ordonnée (de
I'hyperbole); conséquemment le carré de ET sera au produit
de BT en TC comme le paramétre au grand axe, comme cela
estdémontré par Apollonius dans la vingtiéme proposition du
premier livre(**). Mais le paramétre etle grand axe sont égaux;;
le carré de ET sera donc égal au produit de BT en TC. 1l
suit de 12 que BT est &4 TE comme TE & TC. D'un autre
coté, le carré de EH, qui est égal & BT, est égal au pro-
duit de BH en BA, comme cela se trouve démontré dans la
douziéme proposition du premier livre du Traité des Coni-
ques (**); conséquemment AB est 4 BT comme BT a BH, et
comme BH, qui est égale 2 ET, a TC. Les quatre lignes sont

") Ed. d'Oxf. p. 89, Prop. 53.— Les deux Mss. portent bien tous les deux » tandis que

53 aurait été écrit x ; semblablerent la 53¢ prop. était citée par V'auteur comme la 56"
( Voir pag. 29.) 1l gemble done que Pauteur avaitsons les yenx une rédaction des Conigues
na pen différente de la notre,

*) B, d0xl. p. 48, Prop. 21.

***) ¥d. d'0xf. p. 31, Prop. 11,
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done en proportion continue, et le carré de la premiére AB
sera au carré de la seconde BT comme la seconde BT 2 la qua-
trieme TC. Il suit de la que le cube de BT est égal au solide dont
la base est le carré de AB, et la hauteur CT. Ajoutons & tous
les deux le solide dont la base est le carré de AB et la hauteur
BC, lequel nous avons fait égal au nombre donné. Alors le
cube de BT, plus le nombre donné, sera égal au solide dont la
base est le carré de AB et Ia hauteur BT, lequel représente le
nombre de c6tés du cube.

11 est évidentque cette espéce comprend différents cas,
et que certaius, parmi les problémes qui dépendent de cette
espece, sont impossibles (*}. Elle a été résolue au moyen des
propriétés de deux coniques, d’'une paraboleet d'une hyperbole.

Trotsiéme espéce. « UX CUBE EST EGAL A DES COTES, PLUS UN
xoumBRE(**). » Faisons la ligne AB (fig. 19) égale au cdté d'un
carré égal au nombre des cotés, et construisons un solide
ayant pour basele carré de AB, et égal au nombre donné. Que
la hauteur de ce solide soit BC, et qu'elle soit perpendiculaire
a AB. Puis prolongeons AB et BC, et décrivons une para-
bole dont le sommet soit situé au point B, 'axe sur le prolon-
gement de AB, et dont le paramétre soit AB. Que cette pa-

*) L'équation z* = b2~} a==0 a toujours une racine réelle et négative, dont l'algébrist.
arabe ue tient pas compte; 1cs deux autres racines sont, ou imaginaires et en ce cas le pro-

Lileme est « impossible » ). on positives et égales ( = \/ g ) s Ou positives et inégales
—ce qui constitue la variété de cas mentionnée par I'auteur.
*, XV, bxda=z AB'==b, AB.BC==a.
B sommet, BT axe, AB paramétre de la parahole DBE.
b sommet, BH ave, BC paramétre de Mhyperbole équilatire 2BE.
Hyperb. : ER =:CH.BH, EH = BT... BH:BT==BT:CH
Parah.: ET = AB.BT, ET =BH. .. AB : BH = BH : BT
AB : BH == BH:CH
—t =3 -y ——3 —y
BH == AB.€H=xAB . BH -} AB . BC on BH = b.BH 4 a, £==8H.
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rabole svit DBE; elle sera connue de position , et touchera la
ligne BH, conformément a ce qui est démoutré par Apollo-
nius dansia trente-troisieme proposition du premier livre (*).
Puis décrivons une seconde conique, une hyperbole dont le
sommet soit situé au point B, P'axe sur le prolongement de BC,
ct dont le paramétre et le grand axe soient tous les deux
égaux a BC. Que ce soit ’hyperbole ZBE. Elle sera connue de
position, et touchera la ligne AB. Les deux coniques s’en-
trecouperont nécessairement. Que leur intersection ait lieu au
poiut E. Ce point sera alors connu de position. Abaissons du
point E deux perpendiculaires ET, EH. Elles seront connues de
position et de grandeur. La ligne EH sera ordonnée (de hy-
perbole ), et, conformément a ce que nous avons expliqué ci-
dessus (™), son carré sera égal au produit de CH en BH. Con-
séquemment CH sera 4 EH comme EH 4 HB. Mais EH, qui est
¢gale 3 BT, est 2 AB— qui est égale & ET, qui de son coté est or-
donnée delautreconique—comme ET3 AB qui est le paramétre
delaparabole. Les quatrelignes sont donc en proportion conti-
nue:AB est 2 HBcommeHB 4 BI, et comme BT aCH; etle carré
de lapremiére AB sera au carré de la seconde HB comme la se-
conde HB i la quatrieme CH. Conséquemment , le cube de HB
sera égal au solide dont la base est le carré de AR et la hauteur
CH, parce que leurs hauteurs sont réciproguement proportion-
tielles & leurs bases. Maisce dernier solide est égal au solide dont
la base estle carré de AB et la hauteur BC, lequel nous avons
fait égal au nombre donné; plus le solide contenu sous une
base égale au carré de AB et sous la hauteur BH » lequel solide
est égal au nombre douné de cétés du cube de BH. Le cube

*} Vair pag. 2.
** Voir pag. 8
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de BH est douc égal au nombre donné, plus le nombre donné
de ses cOtés, et c'est ce qu'il s'agissait d’obtenir.

Il est évident que cette espéce n'admet pas ume variété de
cas, et que cette espéce, c'est-d-dire que les problémes qui
en dépendent, ne renferment rien d'impossible (*). Elle a été
résolue par les propriétés d’une parabole combinées avec celles
d’une hyperbole. -

Quatriéme espéce des six espéces d’équations trindmes. « Ux
CUBE ET DES CARRES SONT EGAUX A UN womBRE (). » Repré-
sentons le nombre des carrés par la ligne AB (fig. 20), et cons-
truisons un cube égal au nombre donné. Que le cété de ce
cube soit H. Prolongeons AB en ligne droite, et faisons BT
égale a H. Complétons le carré BTDC, et faisons passer par le
point D une hyperbole ayant pour asymptotes BC et BT, a
savoir lhyperbole EDN, ainsique cela est connu en vertu des
propositions quatriéme et cinquiéme du second livre, et de la
cinquante-neuviéme proposition du premier livre (***). La co-
nique EDN sera connue de position, parce que le point D est
connu de position, et que les deux lignes BG, BT, sont con-
nues de position. Décrivons ensuite une parabole ayant pour
sommet A, pour axe AT, et pour parametre BC. Que ce soit la
conique AK ; elle sera connue de position. Les deux coniques
s'entrecouperont nécessairement. Que le point d'intersection

*) Une des racines de Péquation £° — b2 — @ ==0 est loujours réelle et positive; les deux
autres sont toujours ou négatives ou imaginaires, et en aucun de ces cas Palgébriste arabe
n'en tient compte.

) XVE, 2d4ecxt==g. AB=¢, Hl=a. H == BC =BT,

BC, BT asymplotes de Iiyperbole équilatére EDN, qui passe par le point D,
A sommet , AT axe, BC parambtre de la parabole AEK,

Parabole ... BC:EZ=E%:AZ

Hyperbole ... BZ : BC = BC : EZ

B BC=BC:AZ

BC=BZ. AL =TZ+ B2 .ABoua=%7 4 c.BZ, 4 = BL.
***} Yoir éd. d'0Oxf. H, 4, p. 109

ST wud
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soit E. Alors E sera connu de position. Abaissons de ce point
les deux perpendiculaires F2Z, EL, sur les deux lignes AT, BC.
Elles seront connues de position et de grandeur. Maintenant ,
je dis qu'il est impossible que la conique AEK coupe la coni-
que EDN dans un point tel, que la perpendiculaire abaissée
de ce point sur la ligne AT tombe sur T ou au dela de T®).
Car supposons qu’elle tombe sur T, s'il est possible; alors son
carré sera égal au produit de AT en TB, qui est égal a BRC;
mais cette perpendiculaire est égale & la perpendiculaire DT;
donc le carré de TD gera égal au produit de AT en TB; mais,
d’un autre cété, le carré de TD serait ¢gal au produit de BT en
lui-méme, ce qui est sbsurde; en sorte que la perpendiculaire
ne peut pas tomber sur T. Et de méme elle ne peut pas tom-
ber au dela de T, puisqu’alors cette perpendiculaire serait plus
petite que TD, et que 'absurde aurait lieu & plus forte raison.
La perpendiculaire tombe done nécessairement sur un point
situé entre A et T, ainsi que le fait EZ.

Le carré de EZ est €gal au produit de AZ en BC, donc AZ &
EZ comme EZ 4 BC; etle rectangle EB est égal au rectangle DB,
comme il est démontré dansla huitiéme proposition du second
livre des Coniques (*); donc EZ & BC comme BC 3 BZ. 1l suit
queles quatre lignes AZ, EZ, BC, BZ, sont en proportion conti-
nue. Conséquemment, le carré de la quatriéme BZ est au carré

*) Le point d'intersection des deux coniques ne peut étre ni D, ni un point de la partie DN
de Phyperbale. 1° 81 C'était D, on aurait dans1a parabole DT = AT, BC; mais BC==DT—BT;
done BT = AT . BY ou BT = AT == AB -} BT, ce qui est absurde. 2° 8i ¢'étalt un pointde la
partie DN de Phyperbole tel que P, en abalssant Ia perpendiculaire PQ, on aurait PQ < DT,
done PQ' < BT ; et puis PQ =AQ.B¢, dome DT > 4Q.BC, on BT > AQ.BT, ou
BT>AQ, C'est-d-dire BT > AB-LBT-+TY, ce qut est absurde. — La meme chose peut élre dé-
montrée immédiatement comme suit Puisque a, ¢, x sont considérés par I'algébriste arahe

L
comme des quantités positives, de Péquation & -ex? =g il suit z== Va—ca® <V7a;

1
done, prisque z est représenté par Bz, ot |5 par BT, BZ <BT: ¢, q. f. i
“*) Ed. d'0sl. , p. 114, Prep, 12,
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de la troisienie BC comme la troisieme BC i la premiére AZ, Le
cube de BC, que nous avons fait égal au nombre donné, sera
doncégal au solide, dont la base estle carré de BZ et la hauteur
AZ. Mais ce solide, qui a pour base le carré de BZ et pour hau-
teur AZ, est égal au cube de BZ, plus le solide dont la hase est
le carré de BZ et la bauteur AB. Cependant, ce solide, ayant
pour base le carré de BZ et pour hauteur AB, est égal au nom-
bre donné de carrés. En sorte que le cube de BZ, plus le nom-
bre donné de carrés du méme, est égal au nombre donné;
et c'est ce qe nous nous proposions de montrer.

Cette espece ne comprend ni variété de cas ni problémes
impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des propridtés
de la parabole combinées avec celles de hyperbole.

Cinguiéme espéce des six espéces d’équations trindmes qui
restaient i étre discutées. « UN CuBE ET UN NOMBRE SONT EGAUX
A DES CARRES (**).»

Représentons par la ligne AC (fig. a1) le nombre des carrés,
et décrivons un cube égal au nombre donné. Que le coté de ce

*) L'équation x°<j-cx*—a =0 a tosjours une racine réelle et positive, tandis que ses
deux antres racines sont négatives ou imaginaires, et conséquemment négligées par I'algé-
briste arabe.

)XVl 2} a—=cx?. AC=¢, E’:a.

a, ¢,x sontconsidérés comme des quantités posilives.

H>AC.1, H=AC... z<H
<

fyg=H... AC-w’*-*‘ﬁ’oucx’:a,donccx?<a+x5

N2 <H... AC2 < H ouca' < a, donc ex? < af2*

3a>H... 2> AC.2? o002’ > c2?, done #* a > ezt
11, H> AC... impossible par des raisons tout & fait analogues.

= o= 3
I, B<AC, BC=H...BC>AB oy g > o carré BCDE=H =0,
< <

€A, CF asymplotes de I'hyperbole équilatére DZ (fig. 2t, 1), DT
(fig. 2, 9, 3), qui passe par le point D.

A sommet , AC axe, BC parametre de [a parabole AT (6ig. 21, 1),
AL (fig. 21,2), AK ifig. 21,5).

PTTBC N o et eT
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cube soit H. La ligne Hne pourra qu'étre oun égale 4 la ligne
AC, ou plus grande que AC, ou plus petite. Si Hest égale 2 AC, le
probléme estimpossible, parce qu'alors le coté du cube cherché
sera nécessairement ou égal i H, ou plus petit, ou plus grand
que H. Or, sile c6té du cube cherché est égal a H, le produit du
carré de ce coté en AC sera égal au cube de H, en sorte que le
nombre sera égal au nombre de carrés, sans qu’on ait besoin
d’ajouter & celui-la le cube (cherché). Si le coté du (cube)cher-
ché est plus petit que H, le produit du carré de ce coté en AC sera
plus petit que le nombre donné, en sorte quele nombre de car-

1) BC=AB (fig. 21,4)... B= AB.BC; donc D un point situd sur Ja circonférence
de la parabole; I'aufre pofut dont parle Fauteur aura ponr ahscisse (en

prenant C pour arigine) 2 -_.—:» ¢ 2V§ +1 } ¢t pour ordonnée y =
' o .
=qe ’t/s —1 ;
2) BC > AB (fig. 9t,¢)... BD > AB.BC; d'oit il snit que la parabole passe en dech
du point D. — L'aunteur dit encore que lorsque Vg > ;-c, x doit tire

3
compris entre ¢ et L4 ; de I'éguation proposde 23 - a ==cx? i} suit im-

3
médiatement cx? > 2% on x <c; il reste donc & prouver que 2 > " q.
Observons d’sbord qu'il ne pourrs étre question d’une rencontre des deux

s s
sections coniques que tant que L4 < §c, parce que de Vz;gc il suit

27 af 8¢* > 4¢%, ce qui rendrait Pintersection imagivaire, Oron a

2 _ g
d_(ciﬁ._{.) = 3 2 gc-—z , d'oltil suit que, pour toutes les valenrs de

2 i S -
& comprises entre 0 et 3% ez — g décrolira avec z. Pour 2=V"a »

puisque en méme lemps ¢ < 2V @, on trouve 6t — 2> < a; done pour
3

toutes les valeurs de 2 plus pelites que V'a, e2? =~ 2* < 2, c2 qu'il 'a-
gissalt de prouver. — Le cas du contact donne deux racines égales et posi~

tives & ac
=i

3) BC < AB (fig. 21, 5)... BD < AB.BU; la parabole passe au deta du poini D, et ren-
contre nécessairement Fhyperbole en denx points; ce qui suit anssi de ce

1
1 . .
que de V< € ontinese >3n > 7 a,

O
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rés sera plus petit que le nombre donné, sans qw'on ajoute en-
core quelque chose a ce dernier. Enfin, si le c5té cherché est plus
grand que H, le cube de ce coté sera plus grand quele produit de
son carré en AC, sans qu'on ajoute encore le nombre A ce cube.

Puis si H est plus grande que AC, l'impossibilité a lien dans
les trois cas & plus forte raison. 1l est donc nécessaire que H
soit plus petite que AC; sinon, le probléme sera impossible.

Retranchons donc de AC la partie BC égale 4 H. La ligne BC
sera ou égale & AB, ou plus grande que AB, ou plus petite,
Qu'elle soitdans la premiére figure (fig. a1, 1) égale; dans la se-
conde (fig. a1, 2), plus grande; et dans la troisiéme (fig. 21, s),
plus petite, Complétons dans les trois figures le carré DC,
et faisons passer par le point 1 une hyperbole ayant pour
asymptotes les lignes AC, CE. Ce sera dans la premiére
figure la courbe DZ, dans la seconde et dans la troisiéme DT.
Décrivons ensuite une parabole dont le sommet soit situé
au point A, dont P'axe soit AC et le paramétre BC. Ce sera
dans Ia premiére figure AT, dans la seconde AL, et dans la troi-
siéme AK. Les deux coniques seront connues de position. Dans
la premiére figure, la parabole passera par le point D, parce
que le carré de DB est égal au produit de AB en BC, d'ou il
suit que D est situé sur la circonférence de la parabole. Celle-
ci rencontrera (Phyperbole) encore dans un autre point, ce
qu'on peut reconnaitre par la moindre réflexion. Dans la se-
conde figure, le point D sera situé en dehors de la circonfé-
rence de la parabole, parce que le carré de DB ¥y sera plus
grand que le produit de AB en BC; alors, si les deux coniques
se rencontrent dans un autre point par contact ou par inter-
section, auquel cas la perpendiculaire abaissée de ce point
(sur AC) tombe infailliblement sur le segment compris entre
les deux points A et B, le probléme est possible; sinon, il est
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impossible. Ce contact, ou cette intersection, ont échappé &
Pexcellent géométre Aboil Djoird (*), en sorte qu'ildéclara que
si BC est plus grande que AB, le probléme est impossible; en
quoi il g'est trompé. Cette espéce est aussi celle parmi les six
espéces dont avait besoin Almahini; de sorte quelle est
connue. Dans la troisiéme figure, le point D est situé dans 27
Fintérieur de la parabole, en sorte que les deux coniques se
coupent en deux points.

Dans tous les cas (**), abaissons du point de rencontre une
perpendiculaire sur AB. Que ce soit dans la seconde figure TZ.
De méme, abaissons de ce pointune seconde perpendiculaire
sur CE; ce sera TK. Le rectangle TC sera égal au rectangle
DG, et conséquemment ZC sera 4 BC comme BC a TZ. Or,
TZ est ordonnée de la conique ATL, dou il suit que son
carré est égal au produit de AZ en BC; donc BC 4 TZ comme
TZ 4 ZA. 1l en résulte que les quatre lignes sont en proportion
coutinue, & savoir : ZC 2 CB comme CB 4 TZ, et comme TZ
a ZA. Le carré de la premiére ZC sera donc au carré de la se-
conde BC comme la seconde BC i la quatriéme ZA; et consé-
quemment le cube deBC, qui est égal au nombre douné, sera
égal au solide dont la base est le carré de ZC et la hautenr
ZA. Ajoutons 4 tous les deux le cube de ZC. Alors le cube de
ZC, plus le nowbre donné, sera égal au solide dont la base
est le carré de ZC et la hauteur AC, lequel solide est égal au
nombre donné de carrés; et c'est ce qu'il s'agissait d’obtenir.
On discutera d’une maniére analogue les deux autres cas, en

¥) Ce géometrs était contemporain d’Albtrotnt, Voir Faddition D, premier probléme.
**) Byperbole : ZCIBC== BC:TZ
Parabole : BCITZ==TZ! ZA

2C": BC'==BC: ZA , BC =12C . ZA
ZT:‘»{-E(-:!'—‘:ES—FTC:. ZA=TZC. AC on Z_C:-I»- a=c.i.c’, x=IC.
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oubservant que le troisitme donnera nécessairement denx
cubes comme solution du probleme, parce que chacune des
(deux) perpendiculaires (abaissées des deux points de ren-
contre que les deux coniques ont en ce cas) coupera de CA
un cété d'un cube (qui satisfait 4 Péquation proposée), ainsi
qu'on vient de le démontrer,

Il résulte de ce qui précéde que cette espéce comprend
une variété de cas, et qu'elle renferme des problémes impos-
sibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés de deux
sections coniques combinées d’une parabole et d'une hyper-
bole.

Siziéme espéce des six espéces d’équations trindmes qui
restaient 4 étre discutées : « UN cUBE EST #GAL A DES CARRES,
PLUS DES NOMBRES {**}, »

Représentonsle nombre des carrés parlaligne AB (fig. 22), et
construisonsun solide ayant pour hauteur AB et pour base un
carré, et qui soit égal au nombre donné. Que le coté de sa base
soit BC et perpendiculaire 2 AB. Complétonsle rectangle DB, et
faisons passer par le point C, qui est connu de position, une hy-
perbole ayant pour asymptotes les droitesAB, AD, 4 savoir fa
conique CEZ. Puis décrivons une seconde conique, une para-
bole ayant son sommet au point B, et son axe sur le prolonge-

¥) L'équation #° — c' 42 ==0 2 toujours une racine réelle et négative, dont Pauntenr ne
tient done aucun compte. Les deux autres racines sont paositives ou imaginaives, s qu'elles
ne sont pas positives, le probléms est « impossihle »., Quant aux différents cas mentionnés
par Pantenr, ils ont &té distingués dans la note précédente,
*)XVIEL, ez ko=,  AB=¢, AB.BC =a.
AB, AD asymplotes de !'liyperbole équilatere CEZ qui passe par le point €.
Bsommet, BX axe, AD paramétre de la parabole BEH.
Hyperbale: BGIAK =EKIAB, BC : AK =EK : AD'
Parabole :  ABZEK = EK:BK, EK : AB = BK : AB

BC': XK =BK : AB, AK.BK = AB.EC’
"AK . AB+AK . BK = AK . AR AB . BC on AR ==¢ .A_K’+n. 7 = AK
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mentde AB, etdont le paramétre soit AB. Cesera la courbe BEH.
Or ces deux coniques s'entrecoupent nécessairement. Que 28
leur point d'intersection soit E. Alors E sera connu de position.
Abaissons de ce point deux perpendiculaires ET, EK, sur
AB, AD. Le rectangle EA sera égal au rectangle CA, et AK
sera 4 BC comme AB a EK. Les carrés de ces cdtés seront
donc égulement proportionnels. Mais le carré de EK est
égal au produit de KB en AB, parce que EK est ordonnée de
la conique BEH; et conséquemment le carré de AB sera au
carré de EK comme AB 4 BK. Le carré de BC sera donc an
carré de AK comme BK 4 AB; d’ot1 il suit que le solide dont
Ja base est le carré de BC et la hanteur AB, est égal au solide
dont la base est le carré de AK et la hauteur KB, a cause
de la proportionualité réciproque des hauteurs et des bases
des deux solides. En ajoutant 4 tous les deux le solide dont
la base est le carré de AK et la hautenr AB, le cube de AK
sera égal au solide dont la base est le carré de BC et la hau-
teur AB, que nous avons fait égal au nombre donné; plus
le solide dont la base est le carré de AK et la hauteur AB.
lequel est égal au nombre donné de carrés. Le cube de AK
sera donc égal au nombre donné de carrés du méme, plus
le nombre donné.

Cette espéce ne renferme ni variété de cas, ni problémes
impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés de
deux sections coniques combinées, d'une parabole et d’une
hyperbole.

Aprés avoir aiusi terminé la discussion des équations tri-
ndmes , occupons-nous de celle des quatre équations quadri-
némes, dont chacune consiste dans une édgalité entre trois

*) L'équation 2° — c2® — a =0 admet toujotrs uue racine réelle ot positive; les deux
antres tacines sont toujours imaginaires.
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termes et un terme. Premiére espéce des quatre équations
quadrindmes : « UN CUBR, DES CARRES ET DES COTES SONT EGAUX
A pES NOMBRES (*). »

Faisons BE (fig. 23) égale au cété d’un carré égal an nombre
donné des cbtés, et construisons un solide ayant pour base le
carré de BE, et égal au nombre donné. Que sa hauteur soit
BC, et que BC soit perpendiculaire & BE. Plagons BD, égalean
nombre donné des carrés, sur le prolongement de BC, et dé-
crivons sur DC comme diamétre le demi-cercle DZC. Complé-
tons le rectangle BK, et faisons passerpar le point C une hyper-
bole ayant pour asymptotes les droites BE, EK. Elle coupera le
cercle au point C, parce qu'elle coupe CK, la tangente au
cercle; il snit donc nécessairement que Phyperbole coupe le
cercle dans un second point. Que ce point d'intersection soit Z.
Alors Z sera connu de position, parce que le cercle et la coni-
que sont connus de position. Abaissons de Z deux perpendi-
culaires ZT, ZA sur EK, FA. Le rectangle ZE sera égal au
rectangle BK. En retranchant EL commun & tous les deux, il
reste le rectangle ZB égal au rectangle LK. Conséquemment
ZL sera 3 LC comme EB 2 BL, parce que EB est égale a TL, et
les carrés de ces ctés seront de méme proportionnels. Mais
le carré de ZL est au carré de LC comme DL & LC, 2 cause dun
cercle. Il résulte que le carré de EB sera au carré de BL

Y X%, P42t tdr=a. #B°=b, EB . BC== g, BD==¢.

DC diamétre da cercle DZC.
£A., EK asymplotes de Ibyperbole équilatére CZ qui passe par fe point €.

Hyperbole :  ZE==1BK, donc ZE — EL =BK — EL on 28 =1K

#1316 == TL:BL == EB{BL, ZL $ 1C == EB ¢ BL
L TC=DL: LC
BB BL = DL: LC

Cercle :

) ——3 Ay 3

. L0 ==PL . DL=BL 4-BL . BD

B4 80, BL 4 T8 BL =5 . LC-+FB . BL=TEB . BC
’ on L. BL 4 b. BL==a, 2 =BL.
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comme DL 4 LC, d'od il suit que le solide dont la base est le
carré de EB et la hauteur I.C, est égal au solide dont Ja bage
estlecarré de BL et la hautenr DL. Mais ce dernier solide est
égal au cube de BL, plus le solide dont la base est le carré de
BL et lahauteur BD, lequel est égal au nombre donné de carrés.
Ajoutons de part et d'autre le solide dont la base est le carré de
EB et la hauteur BL, lequel est égal au nombre (donné) de
racines. Le solide ayant pour base le carré de EB et pour hau-
teur BC, lequel nous avons fait égal au nombre donné, se
trouvera étre égal au cube de BL, plus le nombre donné de
ses cdtés et plus le nombre donné de ses carrés. Mais clest
¢e que nous nous proposions de montrer.

Cette espéce ne renferme ni variété de cas ni problémes
impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés
d'une hyperbole combinées avec celles d'un cercle.

Seconde espéce des quatre espéces quadrindmes. « Ux cuex,
DES CARRES ET DES NOMBRES SONT EGAUX A DES COTES (**), »

Faisons AB (fig. 24) égale au coté d’un carvé égal an nombre
des cdtés, BC égale au nombre donné des carrés, et faisons
BC perpendiculaire & AB. Construisons un solide ayant pour
base le carré de AB et égal au nombre donné, et placons sa
hauteur BD sur le prolongement de BC. Aprés avoir complété

*) Léquation &° - ezt de 8% — a=0 admet toujours une vacine réelle et positive,
tandis que ses deux autres racines sont ou bégatives ou imaginsires, et conséquemment né-
gligées par 'auteur.

") XX, 24 catofpa = b, AB=b, BC==c, AB - BD =g,
AB, AE ssymptotes de 'hyperbole équllatére ZDH qui passe par le point D.
D somnet, DL axe, DC paramélre de Phyperbole équilatire TDH.
Hyperb. ZDH... AH==AD, donc AH— EM o} DH:= AD o EM--DE oo EL=1LM,

done XL on‘ﬁ':ﬁ’:ﬁ’: i
Hyperh. TON.., HL = LD.CL., L : LD =CL : LD
AB'iBL'=cCL: LD, BL.LC=%B LD
BL4-BL. BC 4 AB . BD==Xb . LD-+-AF . BD="AB . BL
ou.ﬁ.ﬂ-{-c.'ﬁ:’+a=b. BL, z =BL. g
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le rectangle BE, faisons passer par le point D une hyperbole
ayant pour asymptoles les droites AB, AE, a savoir I'hyper-
bole ZDH. Décrivons ensuite une seconde hyperbole ayant
son sommet au point D et son axe sur le prolongement de
BD, et dont le paramétre et le grand axe soient égaux tous
les deux & DC. Ce sera la courbe TDH. Cette conique coupera
nécessairement la premiére au point D. Alors s'il est possible
que les deux coniques se rencontrent encore dans un autre
point, le probléme est possible; sinon, il est impossible. Cette
rencontre par contact (dans un point) ou par intersection,
en deux points, dépend de ce qui est exposé dans le qua-
triéme livre du traité des Coniques. Or, nous avions promis
de ne nous en rapporter qu’aux deux (premiers) livres de cet
ouvrage. Toutefois ceci ne touche en vien i notre promesse ,
puisque, pourvu que les deux coniques se rencontrent , il est
indifférent que ce soit par contact on par intersection. Remar-
quez cela. La rencontre peut donc étre un contact ou unein-
tersection ; mais si l'une des deux coniques coupe Pautre dans
un autre point que D), elle la coupera nécessairement en deux
points (outre en D).

Dans tous les cas, abaissons du point de Pintersection ou de
la rencontre quelle qu'elle soit, disons du point H, deux per-
pendiculaires HM, KHL. Elles seront connues de position et
de grandeur, puisque le point H est connu de position. Alors
le rectangle AH est égal au rectangle AD. Retranchons EM, qui
est commun & tous les deux; il reste MD égala EH; puis ajou-
tons &l'un et a 'autre de ceux-ci DH; il résulte ML égal 4 EL;
4ot il suit que les cotés, et de méme les carrés des coés, de
ces rectangles seront réciproquement proportionnels. Le carré
de AB sera donc au carré de BL comme le carré de HL au
carré de LD; mais le carré de HL est au carré de LD comme

[ S
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CL a LD, ainsi que nous Favons démontré plusieurs fois(*).
Conséquemment le carré de AB sera au carré de BL comme CL
4 LD; d'oii il suit que le solide dont la hauteur est LD, et la
base le carré de AB, est égal au solide dont la base est le
carré de Bl et la hauteur I.C. Mais ce second solide est égal
au cube de BL, plus le solide dont la base est le carré de BL
et la hauteur BC, lequel est égal an nombre donné de carrés.
Ajoutons de part et d'autre le solide dont la base est le carré
de AB et la hauteur BD, lequel nous avons fait égal au nom-
bre donné. Le cube de BL, plus le nombre donné de carrés du
méme et plus le nombre donné, sera égal au solide dont la
base est le carré de AB et la hauteur BL, lequel est égal au
nombre donné de ¢dtés du cube de BL. Mais c'est ce qu’il 8'a-
gissait d’obtenir.

I est évident que cette espéce admet différents cas: quel-
quefois on trouvera dans les problémes qui en dépendent
deux cbtés correspondant & deux cubes, et quelquefois cette
espéce, cest-i-dire les problémes qui en dépendent, n'auront
pas de solution (**). Elle a été résolue par les propriétés de
deux hyperboles. C'est ce que nous nous proposions de
démontrer.

Troisiéme espéce des qaatre équations quadrindémes. « Ux
CUBR, DES COTES ET DES NOMBRES SONT EGAUX A DES CARRES (**)e»

Représentons le nombre donné des carrés par la ligne BE

*) Volr pages 85 ¢t 37.
**) L'équstion 2 - ex? — Dot - ¢ = 0 admet tonjours une racine réelle et négative, né-
gligée par Pauteur. Ses deux avtres racines sont ou fmaginaires (alors le probléme est « jm.

possible » ), on positives et égales (X == — -%c +§- V38FcT ... contact des denx hy.

perboles), on positives et inégales (intersection des liyperboles en deux points, outre D}y —
ce qui constilue la variété do cas mentionnée par Panteur,
XXk, 2f-brfac=ent, BE==¢, BC =b, BC . AB=a,
Reclangle HC = reclangle CA. - AE diamétre do cercle AZLRE.
€%, CM asymptotes de Fhyperbole équilatére LEN qui passe par le point B,
4

31
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(fig. 25), et faisons BC égale au coté d'un carré égal an nombre
des cotés. Que BC soit perpendiculaire & BE; construisons un
solide ayant pour base le carré de BC et égal au nombre
donné. Que la hauteur AB de ce solide soit placée sur le pro-
longement de BE. Décrivons sur AE le demi-cercle AZE.

Le point C sera situé, ou dans intérieur du cercle, on sur
sa circonférence, ou en dehors du cercle.

Qu'il soit d’abord situé dans Fintérieur du cercle. Prolon-
geons BC jusqu’a ce qu'elle coupe le cercle au point Z; com-
plétons le rectangle AC, et construisons sur ZC un rectangle
égal au rectangle AC, lequel sera CH. Le point H sera connu
de position, parce que le rectangle CH est connn de grandeur,
que ses angles sout aussi connus de grandeur, et que la ligne
ZC est connue de position et de grandeur.

Ce point'H sera & son tour situé, ou dans lintérieur du cer-
cle,ou sur sa circonférence, ouen dehors du cercle.

Qu'il soit d’abord situé dans I'intérieur du cercle. Faisons
passer par le point H une hyperbole ayant pour asymptotes
les droites ZC, CM. Dans cette position elle coupera nécessai~
rement le cercle en deux points. Que les deux points d’inter-
section soient L et N; ils seront connus de position. Abais-
sons de ces deux points deux perpendiculaires LK, NF sur
AE, et du point L une perpendiculaire LT sur BZ. Le rec-
tangle 1.C sera égal au rectangle CH, et CH est égal & CA.
Ajoutons de part et d'antre CK. On obtiendra DK égal a TK.
Conséquemment les cétés, et de méme les carrés des cotés,

Hyperbole: LC==CH=:CA , done LC - CK=CA +}-CK ou TK = DK, donc
IK:EA=AD:KB=8C: KB
————d  evaed
Cercle: LK : KA =EK :KA
BC: KB =EK KA, BC. KA =KB . 8K
KB'4-BC', KB BC'. AB:== KB+ KB . EK = KB . BE
on ﬁ’«l- b.KB-f-a=c.KB, 2=XB
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de ces deux rectangles serout réciproquement proportionnels,
Mais le carré de LK est au carré de KA comme EK a KA, a
cause du cercle. Il suit donc nécessairement que le carré de
BC est au carré de BK comme EK & KA; en sorte que le
solide dont la base estle carré de BC et la hauteur KA est égal
au solide dontla base est le carré de BK et la hauteur KE.
Mais le premier de ces deux solides est égal au nombre donné
de cbtés du cube de BK, plus le nombre donné. Ajoutons de
partet d'autre le cube de BK. Alors le solide dont la base est le
carré de BK et la hauteur BE, lequel est égal an nombre
donné de carrés du cube de BK , sera égal au cube de BK, plus
le nombre donné de ses cétés et plus le nombre donné. Et de
méme le cube de BF satisfera a la méme équation, en vertn
de la méme démonstration, lorsque les deux points G,  tom-
bent dans l'intérieur du cercle ¢

Lorsque H tombe en dehors du cercle, et que nous décri-
vons la conique, souvent elle rencontre le cercle par contact
ou par intersection (c'est ce cas de cette espéce qui a été men-
tionné par Abotl-Djotid dans la solution du probléme dont
nous parlerons tout & I'beure); et dés lors la discussion re-
vient & ce que nous venons d’exposer. Mais si Ja conique ne
rencontre pas le cercle, décrivons toujours le rectangle surune
ligne plus petite, on, dans l'autre cas, plus grande que ZC(*").

*) Voiei quels sont les cas distingnés par l'auteur ¢

1) C est situé dans Pintériear du cercle........ # < ag.
1) H est sitoé dans I'intérieur du cerdle. ... ....... ot 0 VT < VaLbe
4) B est situé sur la circonférence du cercle, ... . ... 8 ¥ V= Va.be.
8) H est sitos en debors du cercle. . .ovvv ... ..... a0 Ve s Vb
1) C est situé sur la circonférence dn cerele. . .., 8 = as¢,
1 € est situé en dehors ducercfe....ovuue. ... 82 > ao,

**) C'est parfaitement inulile. ~ « Dans Pantre a8 «, c'est-a-dire pour raccoureir le rec-
tangleCH dans I'un ou Pautre sens.—1} semble qu'lei Pautear, de méme qu'anparavant, dans
1a construction de BC snr une haso terminée exactement pat la circonférence du cerele, pais

§.
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Alors, sila conique ne rencontre pas le cercle, le probléeme
est impossible. La démonstration de son impossibilité consis-
tera dans linversion de ce que nous venons d’exposer. Lorsque
C tombe sur la circonférence on en dehors du cercle, nous
prolongeons CZ, et nous décrivons un rectangle ayant un de
ses sommets au point C, et tel que, si P'on faisait passer parle
sommet opposé au sommet C une hyperbole de la maniére
indiquée ci-dessus, elle rencontrerait le cercle par contact ou
par intersection. On reconnait cela au moyen de quelques es-
sais successifs, en employant un cas de cette régle facile, que
je ne reproduis pas ici, afin de laisser un exercice aux lecteurs
de ce Mémoire. Car celui qui ne serait pas assez fort pour
trouver cela lui-méme ne com;irendrait rien & ce traité, fondé
sur les trois ouvrages mentionnés ci-dessus.

Nous démontrons Pimpossibilité- des cas impossibles de
cette espéce, par l'inversion de la démonstration que nous
avons donnée pour les cas possibles. Pour cet effet, nous
constatons d’abord que le ¢dté du cube doit nécessairement
étre plus petit que EB, qui représente le nombre donné des
carrés (*), parce que, si le coté du cube était égal au nombre
donné des carrés, ce cube serait égal au nombre donné de
carrés du méme, sans qu'on ajoute encore au premier quelque
autre chose en fait de nombre ou de cdtés du cube; et si le
¢6té du cube était plus grand que le nombre donné des carrés,
le cube lui-méme serait déja plus grand que le nombre donné
de carrés du méme, sans qu’on ajoute encore quelque chose

dans 1a régle qu'il va donner aussitot, a snivi les fraces d'une discussion donnée par ce ma-
thématicien, qui, de 'aven de Pautear, 8’était occupé antérieurement de cette équation. Mais
ala fin, Alhhayyimi, comme on verra, rejeite toutes ces particularités inutiles, et leur sub-
slitue une rdgle qui ne contient en effet que ce qui suffit et ce qui est nécessaire,

*) 8l Pon avait x 3 ¢, il Senmuivealt 2° 3 ea” et 2% 4 bz + @ > ¢3?; de sorte que,
pour que 'équation 2* - dx |- a = ex? puisse subsister, it fant qu'on ait 7 < ¢,
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a ce enbe. Il est donc démontré que le coté du cube doit étre
plus petit que BE. Conséquemment coupons de BE une partie
BF égale au cdté du cube, et menons de F une perpendiculaire
(4 BE) jusqu’a la circonférence du cercle. Puis, intervertissons
la démonstration proposée ci-dessus : il résultera que le som-
met de la perpendiculaire sera situé sur la circonférence de
I'byperbole (*), dont on avait dit qu’elle ne peut rencontrer
le cercle. Mais cela est absurde.

Cependant, puisque je suis d'opinion que ces essais pour-
raient sembler incommodes & quelques-uns des lecteurs de ce
Mémoire, je vais rejeter tout ce procédé, et proposer une regle
indépendante de ces essais. Elle consiste 4 coustruire sur une
ligne (de longueur) arbitraire, prise sur le prolongement de
BC, quelle que soit d'aillears la position da point C, en
dehors ou en dedans du cercle, un rectangle ayant un de ses
sommets au point C et égal au rectangle AC, les cotés duquel
rectangle seront infailliblement connus de grandeur et de po-
sition, Ensuite, a faire passer par le sommet opposé ausom-
met C une hyperbole ayant pour asymptotes ZC, CM, la der-
niére de ces deux lignes étant la perpendiculaire (& ZC) au
point C. Alors, si la conique rencontre le cercle par contact

*} En effet, puisqn'on avait supposé que BF représente le coté du cube demandé, on 2
574 BC. BE |- BC - AB==BE . BF = BF - BF . FE;doncBC . BF - BC . AB==BF . FE
ou BC . AF = BF , FE, et conséquemment BC ' BF = FE ¢ A¥. Mais on & dans le cercle
NFiFA = FE { AV, donc NF : FA== BC : BF == AD ¢ BF et KF . FB==FA . AD ou
SF == DF, par conséquent SF — CF == DF .— CF ou NC = CA == CH; d'ob il suit que N est
situésur la circonférence d'nnehyperbole qui passe parH, et qui a ZC, CM pour asymptotes.

A Poceasion des autres espéces qui présentent des cas « impossibles », l'auteur g'est
toujours borné & remarquer que 'impossibilité a lieu lorsque les deux coniques qui construi-
seut le probléme ne ge rencontrent pas , sans le prouver. La démonstration qu'il indique ici
irait, avec quelques changements, aux aulres cas semblables ; de sorte qu'on la peut suppo-

ser donnée uue fois pour toutes.
I'al signalé (addition 1, premier probidme) une semblable démonstration donnée par un

autre géoméire arahe,

34
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ou par intersection, le probléme est possible; sinon, il est
impossible. La démonstration de Vimpossibilité sera celle que
j'ai présentée ci~dessus,

Un géométre qui avait besoin de cette espéce la résolut ef-
fectivement, si ce n'est qu'il ne démontra pas la variété de ses
cas, et qu'il ne lui vint pas a Pesprit que quelquefois la solu-
tion est impossible, ainsi que nous Favons démontré. Donc,
remarquez cela, et remarquez surtout la seconde régle relative
a la construction de cette équation, et & la distinction des cas
possibles d’avec les cas impossibles. Cette espéce a été résolue
au moyen des propriétés du cercle combinées avec celles de
Fhyperbole ; et c’est ce que nous nous proposions d'expliquer,

Voici le probléme qui obligea un des géométres modernes
a chercher la solution de cette espéce (*): Diviser dix en deux
parties, de sorte que la somme des carrés des deux parties,
plus le quotient de la partie majeure par la partie mineure,
soit égale & soixante-douze. Or il posa une des deux parties
¢gale & «choses, et I'antre égale & dix moins chose, ainsi que
c'est la coutume des algébristes dans les exemples qui présen-
tent de semblables parties. Alors 'emploi des opérations al-
gébriques conduit & un cube plus cinq en nombre et plus
treize et demi de ses cotés égala dix carrés, Dans cet exemple,
les deux points C, H tombent exactement dans intérieur du
cercle; et ce géométre excellent résolut le probléme, qui
avait résisté aux efforts de tous les mathématiciens distingués
de I'Trék, du nombre desquels était Aboti Sahl Alqothi *",

(10— 2) - 2

z=1, z=4_‘t;\/ﬁ. Les denx points €, H tombent tous les deux en deliors du cer-
cle; P'sssertion contralre du texte doit donc étre atiribuée & une faute de copie commune
par hasard aus deux manuserits, ou A une erreur momentande de Pautear.
*) Co sumom = Algoohi» est exliqué dans lo Qitdd AArist, par s mats 1,ST1
e )Ja JL@ Pour des délails concernant Is vie de ce géomdtre , je me borne & ren.
voyer a Casiri, tom, 1,p. §51-445, et AborHl Faradj, éd. de Pocacke, p. $29. Mais je com-

m;“:n, ou x‘+1s;-.z-+ 5 == 10 z°; les racines sont

w
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que Dieu soit miséricordicux envers eux! —si ce n'est quel'an.
teur de cette solution, que Dieu lui soit favorable! tout illustre

pléteral ce qu'on frouve dans Casiri av sojet des ouvrages d"Alqotthi, Eu voici d’abord le ca-
talogue, extrait du Qildb Alfhrist ;

1) Traité des centres des instruments (s ¥N!; le texte de Casiri et le Ms. du Tartkh
al Hoq. de Ia Bibi. nat. portent JS\M « des aphéres »), qu'il laisss inachevé.

3) Treité des Eéments  Ia maniére e Foavrage,dEuetide (o3l A g Lo
te texte de Casirt porte w33 SoKpeS o, et o Ma. du Tartih ot Bog. do

.A-.M ».,Jj 3 tam les deux ajontent encore & cet ouvrage qu'il vesta inachievé).

3) Tnité do compas parfait; deus livres.

4) Trsité de Yart de construire des astrolabes, avec démonstrations; deux livres.

5) Traité de la détermination des points sar des lignes.

6) Trailé au gnjet des logiciens relativement & ia combinaison contione des deux mouve-
ments, & la défense de ‘Thibit Ben Korrah.

7) Trité des centres des cercles sitnés sar des lignes, suivant Ia méthode de I'analyse ,
sans synthése,

8) Traité de 1a constraction des deux lignes en proportion,

9) Traité des cercles qui se tonchent, saivant la méthode d¢ Vanalyse.

10) Traité des additions au second livre d’Archiméde,

11) ‘Traité de la délermination da colé de Plreptagone inserit au cercle,

«Quant aux ouvrages 7 el 9, J"ai rencontré, dans un Ms. de la Bibl. nationale , ut mémoire
& Algotlt, intitulé : « Des centres de cercles qui se touchent, sifués sur des lignes ». Algodht
¥y résout successivement les probldmes suivants: Construire uncercle passant par denx points
donnés — ou tonchant deax droiles données — ov passant par un point donné et touchant
une droite donnée — et dont le centre soit situé sur une droite donnée; constr. un cercle
passant par un point donné et touchant une droite donnée -— ou tonchant une droite donnée
et un cercle douné — et dont e centre soit situé sur une courbe quelconque donnée; constr.
up cercle passant par un point donné et touchanl nn cercle donné, et dont le centre soit situé
sur une droile - puis sur une courbe quelconque donnée; enfin, constr. uu cercledont le
centre solt situé sar une coarbe quelconque donnée, et touchant deux cercles donnés. A latin
de ce mémoire, 'auteur ajoute : = Avant de prendre connaissance dn traité d’Apollonfus sur
les sections coniques, nous aviaus résolu un des cas spécianx de ce prohidine, lequel ne con-
duit pas & des sections coniques, C'est celui o la ligne connue de position est une partie de
1a clreonférence d'un cercle , tandis que les centres des trois cercles sont situés sur la méme
droite. Nous en avous fait mention, ainsi que de quelques-unes de ces propositions, dans no-
tre tralté analytique, lequel nous avons intitulé de méme : «Des centres de cercles qui se tou-
chient, sitnés sur desligness. Mais nous n'en avons pas parléicl, parce que cela rentre dans les
principes des subdivisions, et que si nous avions voulu nous occuper des subdivisions et des
spécifications, et de la synthése et de I'énumération des différents cas des positions despoints
suivant {a méthode employée par Apollonius dans un de ses ouvrages , notre traité se serail
trop étendu, Mais nous espérons pouvoir encore traiter & fond cet objet, si telle est la vo-
lonté de Dieu. »

Quant & Pouvrage 5, ¢'est probablement le mémoire d'Alqodhil, dont une copie se trouve
dans le méme Ms, de laBibl. nat., ol il est Intitulé « Traité du probleme de mener d’un poiut
donné deox lignes renfermant un angle donné». 1t y est question de mener ces deux lignes
de sorte quelles ahoutissent & une druite donnee de position, et que le rapporl — ou Je pro-
dunit des deax segments interceptés entre le point donné et la droite donnée — ou que aire
du triangle produit — ou que la base de ce triangle - ou que la somme des carrés des deux
segments — oa que la somme de ces segments — on lenr différence — soit de grandevrdon-
née. Puis Alqonlit 1ésout les quatre premiers cas en supposant que la ligne donnee de posi-
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et tout habile mathématicien quiil était, ne concut pas Fidée
de ces différents cas, bien que parmi les problémes de cette

tion n'est plus droite, mais une circonférence de cercle. 8§ le sujet de ce mémoire corres-
pond assex au titre de Vouvrage 5, son titre ressemble encare plus parfaitement & celui de
Vouvrage 8, qui cependant indique peut-étre un mémoire sur la construction des denx
moyennes proportionnelles,

Quant 3 P'euvrage 10, que Caslri » pris pour une addition faite an traité d’Arclrimide sur
les conoides et les aphiéroides — en quo il s'est trompé — je n'al qu'a renvoyer anx addi-
tions jointes & la fin de cefte traduction. ¥ai vendu comple dans Vaddition ¢ de ce que con-
tenait ce mémoire d’Alqonhi,

Quant & Pouvrage 4, il en existe une copie dans un Ms. do la biblictheque de Leyde; eile y
occupe vingt-huit pages, et est suivie d°un commantaire,

Quanta l'ouvrage 3, la bibl, de Leyde eu possdde également une cople, cotée n® 1126 du ca-
talogueds 1718, mais que je n'aipas evesous les yeux : cependant it examiné un petit mé-
moire d'on Ms. de la Bibl. nat. qui traite do méme sujet, et dans lequel on cite Algonhl et
Alblrotint. Ce petit traité fot composé pour le céltbre sultan Almaliq Alndcir Seldh Eddin
Abod! Mozhaffic todgoul hen Ayadb, parMohammed ben Alhogainben Mohammed ben Athogain,
= Voici quel est le principe de cet instrument imaginé par les géométres arabes pour décrire
les sections coniques par un mouvement contina. Supposons un ¢0ne coups par un plan, dé-
signons par a l'angle générateur da ¢dne, par B Pangle que fait Paxe du cOne avec le plan
coupant, par K [a partie de 'axe comprise entre Je sommet du cone et le plan coupant.
En dédgnant par P et A lo paramiire et le grand axe de la section produite, on aura
F=tee.sng, 2o m~’-‘1~—-——-',‘:_'_‘:‘fp sin B. Reéciproquement, A, P, K ant donnés,

on pourrs déterminer o et 8. En effet, posant pour abréger

1 =p (P)’+1 a
=g, - =a,
=2, K

A

on aura cstad-{p .o~ 1) 08 c—px=o, s!na:%.ootsa:

on voit dis lors que o et 8 peuvent étre déterminés par de simples constructions géoméiriques,
Je donve ci-contre un dessin de 'instrument arabe, Aprés avoir déterminé a et § au moyen

¢ des éléments (A, P) de la conique qu'il gagit
de déerire, en prenast K égal & Ia longueur

@, figons Vangle gab =8, Panglebod == a.

4 Puis plagons gh sur la direction du grand axe

4 de laconique que nous nous proposons de dé-

’ crire, et Ia pointe f du crayon sur le sommet

de cetto conique. On reconnatt surdechamp
que, &t le crayon ef peat glisser lihvement
dans le ayau d, et s'allonger pour ainsi dire
sans cesse de manidre & rester constamment
appliqué av plan du papler surtequelon a placé
Pinstroment, tandis gne le ¢otd eb tourne au-
tour de lui-méme dans la capsule fixe ad; ot
reconnatt, dis-je, qualors ¢f n'est en effat
autre chose que I'aréte d'on cone dont ¢a est
Paxe, et qui est coupé par le plan du papler
sur lequel la pointe / tracera la conigue de-
mandée. Je ne pais ici rendre on compte dé-
4 faillé de 1a manitre dont le géométre arabe
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espéce il y en ait dimpossibles. Ce géometre excellent était
Abotil Djotid on Alchanni (*). Dieu seul connait la vérité,

Quutridme espéce des quatre équations quadrindmes. « Des
NOMBRES, DES COTES ET DES CARRKS SONT KGAUX A UN CUBE (**) »

Faisons BE (fig. 26) égale au c6té d’un carré égal au nombre
des cdtés, et construisons un solide ayant pour base le carré
de BE, et égal an nombre donné, Que la hauteur de ce solide
soit AB, et perpendiculaire & BE. Plagons BC égale au nombre
des carrés sur le prolongement de AB, et complétons le rec-
tangle AE. Donnons a BE le prolongement EM d'une longueur
quelconque, et décrivons sur cette droite EM qui est donnée,
un rectangle égald AE. Que cesoit le rectangle EH. Le point H

détermine « et B. Mals volel du moins sa construction su cas de la parabole, 1 prend
T AC == 4P, CB == 4 K, ¢t détermine E de sorle
qu'en coupant un demi-cercle déerif sur AE

comme diambire par ane perpendiculaire CD,
Ly on alt DB == CE (c& qui revient A construire

Péquation du 2+ degré &° — P — K=0).

| Ensuite il déerit sur EC un demi-cercle qu'il

coupe au point Z par un arc déeril du cea-

A tre C et du rayon CB. En prolongeant CZ jus-

TR m——— = qu's T, de sorte que ZY==ZC, et joignant TE,
i

SF 4 onaura angle CTE =a, angle TCE = 8, qul
danslecas de la psrabole estavssi égald «, et
CT==K. En effet, on & ZC - ZE = CE == D == BC 4- CD = Z - D doncZE =D =

AG ZC__IE 4P _ P_ )
Ac.CE,etconséqnemmeutzc . Z-E-woné‘ Jootgas=sina oux.-sina.tga,

o)

e.q. f d
*) Volir le Loubb Alloubdb de Soyoui, éd. de Veth, vol. 1, pag. {OV.
) X301, cat+t bxba=2 BE= 5, BE.AB=a, BC=c.

Rectangle HE =: rectangle EA.
EM, ES, asymptotes de Phiyperbole équilaidre HTK qui passe par le point H.
C sommet, CN axe, AC paramétre de Fhyperbole équilatére LCT.
Hyperbole HTK... TE == HE—=EA, TE -} EN=EA -}-EN o0 TB= AS
AN:TN=NB:SN=NB:BE
Hyperbole LCT .. . TN == NC. AN oa AN ; TN =AN : NC
Nb's BE = AN : NC, BEAN==NB.NC
BE AB-HBE. NB - N& . BC=NB, NG NB. BC :=NB'
ou a+b.l(8+c.i~8==§§': == NB.

35
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sera alors conun de position. Faisons passer par H une hy-
perbole ayant pour asymptotes EM, ES; cesera la courbe HTK.
Elle sera connue de position. Ensuite, décrivons une seconde
hyperbole ayant son sommet au point C, son axe sur le pro-
longement de BC, et son paramétre et son grand axe égaux
tous les deux a AC. Ce sera la conique LCT. Elle sera connue
de position, et coupera infailliblement la conique HTK. Que
cette intersection ait Jieu au point T. Alors T sera conna de
position. Abaissons de T deux perpendiculaives TZ, TN sur
BC, BM. Elles seront connues de grandeur et de position, et
TE sera égal & EM, qui & son tour est égal i EA. Ajoutons &
tous les deux EN; on aura AS égal a TB. Les cétés de ces deux
rectangles seront donc réciproquement proportionnels, et il
en sera de méme pour les carrés de ces cotés. Mais le carré de
TN est au carré de AN comme NG i AN, ainsi que nous l'a-
vons démontré plusieurs fois (*), en vertu de Phyperbole LCT.
Conséquemment le carré de BE sera au carré de BN comme
NC a NA; et le solide ayant pour base le carré de B, et pour
hauteur AN, sera égal au solide ayant pour base le carré de
BN et pour hauteur CN. Mais le premier de ces deux solides
est égal au solide dont la base est le carré de BE et la hauteur
AB, lequel nous avons fait égal au nombre donné, plus le
solide dont la base est le carré de BE et la hauteur BN, lequel
est égal au nombre donné de cotés du cube de BN. Ajoutons
de part et d’autre le solide dont la base est le carré de BN et
la hauteur BC, lequel est égal au nombre donné de carrés du
cube de BN. Alors nécessairement le cube de BN sera égal au
nombre donné de ses carrés, plus le nombre donné de ses

cdtés, et plus le nombre donné. Mais cest ce qu'il s'agissait de
démontrer.

*) Veir pag. 49, lig. 1.
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Cette espéce me présente ni variété de cas ni problemes
impossibles (*).

Aprés avoir terminé Pexamen des quatre équations quadri-
nomes, discutons les trois espéces dont chacune est composée
de deux termes qui sont posés égaux a deux autres termes.

Premiére espéce des trois équations quadrindémes qui res-
tent. « UN CUBE ET DES CARRES SONT KGAUX A DES COTES ET UN
woMBRE (**). »

Faisons BD (fig. 27) égale au c5té d'un carré égal au nombre
donné des cbtés, et CB égale au nombre donné des carrés.
Que CB soit perpendiculaire & BD. Construisons un solide
ayant pour base le carré de BD, et égal au nombre donné.
Que la hauteur de ce solide soit S. La ligne S sera ou plus
grande ou plus petite que BC, ou égale & BC.

Qued’abord $ soit plus petite queBC(fig.27, 1 ). Prenous sur
BC un segment AB égal & S, complétons AD, et prenons sur
le prolongement de BD une longueur quelconque DZ. Décri-
vons sur DZ un rectangle égal 4 AD, lequel soit ED. Le pointE
sera connu de position, et les cdtés du rectangle ED seront
t-us connus de position et de grandeur. Faisons passer par le
point E une hyperbole ayant pour asymptotes ZD, DO. Ce

*) Léquation X* — ¢! ww b2 — @ == O & fonjonrs une racine réelle et positive; les denx
autres racines sopt ou imagioaires 00 négatives, et conséquemment n'existent pas pour
Valgébriste arabe.

s, xxur, 2% hcxt=brta. BD=), BC=¢, BD.S=a. § ~;—<-——Bc.

1) 8 <3C (fg 27,1), AB = 8. ~ Rectangle ED = rectangle AD.
DZ, DO, ssymploles de hyperhole équilatire EH qui passe par le point E.
A sommet, AB axe, AC parsmiirede I'hyperbole équilatére ABT.
Hyperbole BH., . ED==ED==AD, BD+-DK==AD-{ DK ot BB=AM
BK:RA=MK: KB=BD : KB

Hyperbole ART. . . HK : KA'=CK : AK
BD: KB==CK:{AK, KB.CK=BD.AK
KB4 XB. BC=TD . KB BD. AB ou KB-c.KB=.KB4-0a, £=KB.
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sera la conique LH, et cette courbe sera connue de position.
Décrivons ensuite une seconde hyperbole ayant son sommet
au point A, son axe sur AB, et son paramétre et son grand axe
¢gaux tous les deux & AC. Ce sera la conique AHT, et elle
coupera nécessairement l'autve conique. Que cette intersec-
tion ait lieu au point H. Alors H sera connu de position.
Abaissons de H deux perpendiculaires HK, HL. Toutes les
deux seront connues de position et de grandeur, et le rec-
tangle HD sera égal 2 ED, lequel 4 son tour est égal a AD.
Ajoutons le rectangle commun DK. Le rectangle HB sera égal
4 AM. 1I s’ensuit que leurs cdtés et les carrés de leurs cotés
seront réciproquement proportionnels. Mais le carré de HK
est au carré de KA comme CK 2 AK, en vertu de Phyperbole
AHT, ainsi que nous I'avons démontré plusieurs fois. Consé-
quemment le carré de BD sera au carré de KB comme CK i
AK, et lesolide dont la base est le carré de BD et la hauteur AK
sera égal au solide dontla base est le carré de BK et la hauteur
CK. Mais ce second solide est égal au cube de BK, plusle solide
ayant pour base le carré de BK et pour hautenr BC, lequel est
¢gal au nombre donué de carrés. D'un autre c6té, le premier
des deux solides est égal au solide ayant pour base le carré de
BD et pour hauteur AB, lequel nous avons fait égal au nombre
donné, plus le solide ayant pour base le carré de BD et pour
hauteur BK, lequel est égal an nombre donné de cdtés du cube
de BK. Conséquemment le cube de BK, plus le nombre
donné de ses carrés, est égal au nombre donné plus le nombre
donné de ses cotés. Et cest ce quiil s'agissait d'obtenir.

Lorsque Sestégale 2 BC(*), BD sera le cété du cube cher-

*) %) 8==3C. ..z ==BD. Démonstr.BD . BD =35> ou 5.BD=BD
BD. BC=BD.Sone.BD = a
conséquemment Fﬁ’-{- c.BD=b BD+a.
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ché. Démonstration. Le solide ayant pour basele carré de BD
et pour hauteur aussi BD, et qui représente le nombre de cd-
tés du cube de BD, est égal an cube de BD. Et le solide ayant
ponr base le carré de BD et pour hauteur BC, et qui repreé-
sente le nombre donné de carrés du cube de BD, est égal au
solide ayant pour base le carré de BD et pour hauteur 8, qui
représente le nombre donné. Conséquemment le cube de BD),
plusle nombre donné de ses carrés, est égal an nombre donné
plus le nombre donné de ebtés. Et clest ce qu'il s'agissait d'ob-
tenir. Mais on reconnaitra aisément que dans ce cas il y aura
aussi égalité entre le cube de BD plusle nombre donné, et le
nombre donné de carrés plus le nombre douné decotés de ce
cube; en sorte que cette espéce rentre dans la catégorie de la
troisiéme espéce, laquelle est : « Un cube et des nombres
sont égaux i des carrés et des cotés. »

Lorsque S est plus grande que BC (fig. 27, 1), nous faisons
AB égale b S, et faisons passer la seconde hyperbole par le
point C, en prenant son paramétre et son grand axe, tous
les deux égaux i AC. Elle coupera nécessairement lautre
conique, le coté du cube sera encore BK, et le reste de la
construction et de la démonstration est analogue & ce qui
précede, si ce n'est que le carré de HK sera au carré KA
comme AK a KC (%)

11 a été démontré que cette espéce présente des formes et des

Mais en néme femps BD + @ = ¢. 3D -~ b.BD, ce qui rentre dans lacatégorie de I'eq. 25)
zt + o =cx* 4 da.

*} Cest-a-dire que les points A et C, tels qu'ils étaient dans 1a premitre figure, ont, si
Yon veut, échangé leurs rdles. Mais en réalié la démonstration donnde ci-dessus 8’applique
rigosrensement ansst 4 la seconda figure, et Ton anra par rapport & celle-ci, comme aupara-
vnnt,ii’: Ka = CK : AK. — La fait est que réellement rien m'est changé dans les deux
coniques qui constraisent I'équation; seutement Piutersection considérée icl se fait sur
Pautre branche de la seconde hyperbole. On peut passer du premier cas an second en
faisant mousolr A sur BC vers € et jusqn'an dela de C; lorsque A et C coincident (8 =BC),
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48 cas différents, et qu'une de ses formes rentre dans la troi-
siéme espéce; wmais l'espéce actuelle ne donne pas lieu i des
problémes impossibles (*). Sa solution a été effectuée au
woyen des propriétés de deux hyperboles,

Seconde espéce des trois équations quadrindmes qui res-
taient. < UK cUBE BT Dis cOTES SONT EGAUX A DES CARRES EY DES
BOMBRES (**). »

Faisons BC (fig. 28) égale an nombre donné des carrés, et
BD égale au cdté d'un carré égal au nombre des carrés et
perpendiculaire & BC, Construisons un solide égal au nombre
donné, et ayant pour base le carré de BD. Que la haunteur de
ce solide soit S. La ligne S sera ou plus petite que BC, ou égale
& BC, ou plus grande que BC.

Que d'abord $ soit plus petite que BC (fig. 28, 1). Prenons sur
BC un segment BA égal a S, complétons AD, décrivons snr AC
comme diamétre un cercle AKC qui sera connu de position,
et faisons passer par le point A une hyperbole ayant BD, DZ

la seconde hyperbole s'identifie avec ses asymplotes, et la premitre hyperbole se tronve
combinée avec uns droite passant par A, et renfermant avee AB on angle de 45 degrés.

by L'équa!hnz‘—]—w’-—ba-a:onoujwuumndu véelle et positive ; ses denx
autres racines sont ou négatives ou imaginaires, et conséquemment négligées par Pantenr.

Las « différents cas » présentés par cette esphee sont s-z-- w,c.-k-d.%éc.

) XXV, o' hdw=ex’+a.  BC=e¢, BD=b, BD.8==a. $ ’_;’ BC
1) 8 <BC(ig. 2,1, AB=38,
AC, diamdtre du cercle ARC,
DB, DZ, asymplotes de I'hyperbols équilatire HAT qui passe par le point A,
Byperhole :  AD=KD, AD — MZ+}-AK =KD~ Mz}~ AK ot BK=AL
A =TE T =0 3t
Cercle: XEIEA'=EC:EA

BB BE=EC :EA, BD" RA=DBE.EC
—g |} sl Yeewmy —
BE -4BD. EA == BE-}- BE . EC=2 BR, BC
BE-}-BD. BE=BC . BE 3} ", AB on BE "} b.BE=c.BE }-a, z=3E.
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pour asymptotes. Ce sera la conique HAT, et elle sera connue
de position, HAT conpe AZ,la tangente au cercle, et consé~
quemment coupe le cercle, parce que, si elle tombait entre
le cercle et AZ, nous pourrions mener du point A une
tangente 2 la conique, ainsi qu'il est exposé par Apollonius
dans la soixantiéme proposition du second livre (*). Alors
cette tangente pourrait , ou bien tomber entre AZ et le cer-
cle, ce qui est absurde — ou bien au dela de AZ, en sorte
que AZ serait une ligne droite tombant entre la conique et sa
tangente , ce qui est également absurde. La conique TAH ne
tombe done pas entre le cercle et AZ, et par conséquent coupe
alors ce dernier. Et nécessairement elle coupera ce deraier
encore dans un autre point. Que cette intersection ait lieu an
pointK. AlorsK sera connu de position. Abaissons de ce point
deux perpendiculaires KM, KE sur BC, BD. Toutes les deux
seront connues de position et de grandeur, comme on le sait.
Complétons le rectangle KD. Le rectangle AD sera égal au rec-
tangle KD. Retranchons le rectangle commun MZ, et ajou-
tons le rectangle commun AK. Alors BK sera égal 4 AL, et les
cbtés de ces deux rectangles ainsi que les carrés de leurs cotés
seront réciproquement proportionnels. Mais le carré de KE
est au carré de EA comme EC & EA. Conséquemment le carré
de BD est au carré de BE comme EC A EA; et le solide dont la
baseest le carré de BD, etla hauteur EA, est égal au solide dont
la base est le carré de BE et la hauteur EC. Ajoutons & tous les
deux le cube de BE. Le solide dont la base est le carré de
BE et la hauteur BC sera égal au cube de BE, plus le solide
dont la base est le carré de BD et la hauteur EA. Mais le pre-
mier solide est égal au nombre douné de carrés du cube de

*) #d. d'Oxford, litre 11, prop. 49, pag. 140,
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BE. Ajoutons de part et d'autre le solide dont la base est le carré
de BD et la hauteur BA, lequel nous avons fait égal au nom-
bre donné. Alors le cube de BE, plus le solide dont la base est
le carré de BD et la hauteur BE, lequel est égal au nombre
donné de ctés du cube de BE, sera égal au nombre douné de
carrés du méme, plus le nombre donné. Et cest ce quil s'a-
gissait d'obtenir.

Lorsque S est égale 4 BC (*), BC sera le ¢6té du cube cher-
ché. Démonstration. Le cube de BC est égal au nombre donné
de ses carrés, et le solide dont la hauteur est BC, etla base le
carré de BD, est égal au nombre donng, et égal aussi an nom-
bre donné de cdtés du cube de BC, Conséquemment le cube
de BC, plus le nombre donné de ses cités, est égal au nombre
donné de ses carrés plus le nombre donné. Mais ce cas rentre
aussi dans la catégorie de la troisieme espéce, parce que le
nombre donné de cétés du cube de BC est égal au nombre
donné, en sorte que le cube de BC, plus le nombre donné,
est égal an nombre donné de carrés plus le nombre donné de
cités de ce cube,

Lorsque $ est plus grande que BG (fig. 28, 2) (**), faisons BA
égale A S, et décrivons le cercle sur AC comme diametre, Alors

*) 2) 8 = BC...2==BC. Démonstr.BC==BC.3C’ o  BC o= cBC
BD. BC=B8D. 8 ou b.BC=qa
conséquemment BC-}- b.BC==¢.5C - a.
— —
Mais en méme temps BE-}-a = ¢.5C 4. BC, ce qui rentre dans 1a catégorie de Péq. 25)
23 fea=c.2* 4 b.2.
**) 8) 8 > BC (fig. 28,2), AB=<s,
Hyperbole: AD =KD, AD— ED== KD — ED ou EZ = BK
KE: EA'=7A"s BE = BD: BE"
Cercle: KE:EA=EC:EA

BO:BE=EC :EA, BE.EC=5b. EA
BE=5D" EA-BE. BC, BE 5D Eb =55 AB4-BC, BE
ouBE4-b.BE = 4 ¢.BE. z=BE.
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Phyperbole qui passe par le point A coupera le cercle au
point K, comme nous I'avons démontré. Abaissons du point
K deux perpendiculaires KE, KM, ainsi que nous 'avons fait
dans la figure précédente. EB sera le c6té du cube cherché, et
la démonstration est comme auparavant. Nous retranchons le
rectangle commun ED; les cotés des denx rectangles EM, EZ,
ainsi que les carrés de ces cotés, seront réciproquement pro-
portionnels, ét la démonstration sera absolument analogue  la
précédente, sans rien y changer.
On vient de démontrer que cette espéce présente des formes

et des cas différents, et qu'une de ses formes rentre dans la -

catégorie dela troisiéme espéce, L'espéce actuelle ne donne pas
lien & des problémes impossibles (*), et a été résolue au moyen
des propriétés du cercle et d'une hyperbole.

Troisiéme espéce des trois équations quadrindmes qui res-
taient. « UN CUBE ET DES NOMBRES SONT EGAUX A DES COTEs BT
DES CARRES (**). »

Faisons BC (fig. ag) égale au nombre des carrés, et BD per-
pendiculaire & BC, et égale au c6té d’un carré égal au nombre

*) L'équation 2% — 2% <+ 82 — a = 0 & toujours une racine réelle et positive, Dans les
cas ) ot 3), lorsquegf ¢, les deax autres racines sont imaginsires; mais dans le pre-

wmier ou,g < ¢, elies peuvent &{re positives, en sorte que I'équation alors anra Zrois racines
positives, 11 est bien & regrelter qu'une circonstance aussi importante ait pu échapper &
Pantenr. <

*) XXV, 234 a=cx* 4 br. BC=¢c, BD=5, BD.S=a. 8 = BC

1) 8 < BC (fig. 29, 1), AB=S§. _
BD, DZ, asymptotes de I'byperbole équilatire HAT qui passe par le point A.
C sotamet, CE axe, AC parambtre de Fhiyperbole équilatire KML.
Hyperbole HAT. .. DA =DM, DA —ZN--AM=DM~2N-}-AM ou NE=ZE

— e} —— —-3

—8
ME : EA == OE ! BE == DB ! BE
Pt 3
Ryperbole KML... ME { EA =— CE ! EA

BD: BE'= CE : EA, BE.CE=ED.EA
——s — o] —y ez
BE.BCH+BE.CE on BE==DBE.BC+BD. Ei
FE4 B0 . AB=—=TDE. BC-+FD. BE ot AE + a =¢ FE - b.BE, 2 =BF.
[
J
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des racines. Construisons un solide ayant pour base le carré
de BD, et égal au nombre donné. Que la hauteur de ce solide
soit S. La ligne 8 sera, on plus petite que BC, ou égale a BC,
ou plus grande que BC. '

Que d’abord $ soit plus petite que BC (fig. ag, 1). Prenons
sur BC un segment BA égal 4 8, complétons BZ, faisons pas-
ser par le point A une hyperbole ayant pour asymptotes BD,
DZ, laquelle soit la conique HAT, et décrivons une seconde
hyperbole ayant son sommet au point G, son axe sur le prolon-
gement de BC, et son paramétre et son grand axe égaux tous
les deux & AC. Cette hyperbole, qui sera KCL, coupera infailli-
blement I'autre conique. Que intersection des deux coniques
KCL et HAT ait lieu au point M. Le point M sera connu de po-
sition, parce que les deux coniques sont connues de position.
Abaissons de ce point deux perpendiculaires MN, EMO. Elles
seront connues de position et de grandeur, le rectangle DA
sera égal au rectangle DM ; et, par les raisonnements queprécé-
demment nous avons employés plusieurs fois, on trouvera NE
égal & ZE, et conséquemment les cotés de ces denx rectangles
et les carrés de leurs cotés seront réciproquement propor-
tionnels. Mais le carré de ME est au carré de EA comme CE
4 EA, en vertu de I'hyperbole KCL. Conséquemment le carré
de BD sera au carré de BE comme CE 4 EA, et le solide dont
la base est le carré de BD et la hauteur EA sera égal au solide
dont la base est le carré de BE et la hauteur CE. Ajoutons 4
tous les deux le solide dont la base est le carré de BE et la hau-
teur BC, lequel représente le nombre de carrés du cube de
BE. Alors le cube de BE sera égal au nombre donné de ses
carrés, plus le solide dont la base est le carré de BD et la hau-

41 teur EA. Ajoutons de part et d’autre le solide dont la hauteur
est BA et la base le carré de BD, lequel nous avons fait égal au
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nombre donné. Ii résultera que le solide dont la base est le
carré de BD et la hauteur BE, lequel est égal au nombredonné
de cotés du cube de BE, plus le nombre donné de carrés du
cube de BE, est égal au cube de BE, plus le nombre donné.
Lorsque S est égale & BC (*), BC serale coté du cube. Dé-
monstration. Le cube de BC est égal au nombre donné de ses
carrés, et le nombre donné est égal au nombre donné de cbtés
du cube de BC. Conséquemment le cube de BC, plus le nom-
bre donné, est égal au nombre donné de carrés, plus le nom-
bre donné de cotés de ce cube; et cest ce qu'il sagit d'obtenir.
D'un autre cité, le cube de BC, plus le nombre donné de ses cé-
tés, sera égal au nombre donné de ses carrés, plus le nom-
bre donné; en sorte que ce cas rentre dans la seconde espece.
* Lorsque S est plus grande que BC (fig. 29, s) (**), faisons BA
égale 4 S, complétons lerectangle (BZ), et faisons passer la pre-
wiére hyperbole par A et la seconde également par A, Elles se
couperont. Or, si les deux coniques ont une seconde rencon-
tre, soit par contact en un seul point ou par intersection en
deux points, ainsi que cela est connu d’aprés le quatriéme
livre du traité des Coniques, le problémesera possible; sinon, il

*)9) 8==BC...z==BC. Démonstr. BC = BC.BC ou BC==¢.BC
BD.8=cBD . BCou @ = b.BC
cosséquemment BC -+ @ ==¢.BC 4 5.8C.
Mais en méme temps sussl BG4 8.BC=¢ . BC~+ @, ¢equi rentre dans la catégorie de
Péquation 26) 23 + be = ¢2* + 6. ’
Ce qui échappe & |'antenr, c'est que dans ce cas anssi 2==BD sera une solution, et que
fon a BD == £D. BD ou BD'=b.8D
ﬁ‘-saﬁi’. BCou g = PRT Y
doe  BD 46 = ¢.BD 4+ b.3D.
Ft en méme femps on aura iﬁ’+c.ﬁ’=b.nn+a, ce qui rentre dans s catégorie de
'équation 23) 23 4 cx? =0z} a.
) 3) 8 > BC {ig. 29, ), AB =3, — Hyperhole HAT comme suparavant, — A sommst,
AE axe, AC paramétre de hyberbole équilatire KML. — Ensuite la démonsiration donnée
pour le ws 1) Sapplique trait pour Lrait & catte seconde figure.

5.
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sera impossible. Si les deux coniques se coupent, abaissons des
deux points d'intersection deux perpendiculaires; elles déter-
mineront, comme segments, deux cotés correspondant i deux
cubes (dont chacun satisfait & I'équation proposée). La démons-
tration est comme ci-dessus, sans que rien y soit changé.

On vient de démontrer que cette espece a différents cas, et
parmi eux d’impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des
propriétés de deux hyperboles.

11 est évident aussi que ces irois équations quadrinémes ren-~
trent 'une dans Pautre, c’est-d-dire qu'on trouve un cas de la
premiére qui est exactement aussi un cas de la seconde (*),
et un cas de la seconde identique avec un casde la troisiéme,
et un cas de la troisiéme qui s'identifie absolument avec un
cas de la seconde, ainsi que nous I’avons démontré.

Aprés avoir ainsi terminé la discussion des vingt-cing espéces
des propositions de I’algébre, aprés en avoir fait 'examen le
plus exact et le plus complet, aprés avoir fait connaitre les cas
particuliers de chacune de ces espéces, aprés avoir proposé

*) Dans les cas 8 ;Bc,c.-&od. g;c, Péqualion 2° e~ ¢2? -~ b2 <} ¢ == 0 & tonjonrs
deux racines positives.

Dans le casg < ¢, lauteur ne trouve par sa construclion qu'une seule de ces deux ra-
cines, tandis que Vantre Ini échappe. A cette dernidre correspond le point d'intersection P

(fig. 29, 1) de Phyperbole HAT avec Fautre branche de Ihyperbole KCL. La perpendiculaire
absissée de P sur BA rencontrera cetto droite enlre B ef A, c.-4-d. que cette perpendiculaire
rencontrera le ¢dté positif de I'axe des abscisses, L'anteur anrait do remarquer cette cir-

constance.
Lotsque g--:c, Pautre racine positive eat =175 ou x=:BD,

Pour je cas g > ¢, P'anteur observe avec justesse que, on bien les deux conigues auront
une intersection en deux poluts, ou un contact en un point, ou le probléme sera impossible ;

¢.d-d, que Péquation a, oun bien deux. vacines positives et inégales, on posilives et égales
(a = % c % Vb + c‘), oo denx racines imaginaiges.
Dans tous les trois cas I'égitation a, outre ces deux racines conjugudes, nne racine réelle

et négative, dont I'existence est natorellement ignorée par l'algéhriste arabe.
+*) plutot de la troisiéme, Voir pag 66 ult. sqq.
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a régle pour distinguer les cas possibles d'avec les impossibles 42
dans les espéces qui admettent des problémes impossibles, et
apreés avoir démontré que la plupart d’entre elles n'en admet-
tent pas (%), occupons-nous des parties correspondantes (**).

La partie dela chose estle nombre qui est 4 Punité comme
Punité est 4 cette chose (***). Donc, si la chose est trois, sa
partie est un tiers;et si la chose est un tiers, sa partie est
trois. De méme si elle est quatre, sa partie est un quart; et si
elle est un quart, sa partie est quatre. Et en général la partie
d’un nombre quelconque est la partie dénommée d'apres ce
nombre (****), comme le tiers d’aprés trois, lorsque le nombre
est entier, et trois d’aprés un tiers, lorsque le nombre est frac-
tionnaire. Pareillement la partie du carré est la partie dé-
nommée d’aprés le nombre égal  ce carré, que ce nombre
soit entier ou fractionnaire; et il en est de méme relativement
4 la partie du cube. Et, pour en rendre I'évidence plus palpa-
ble, disposons ces parties en tablean :

Partie du cube.  Partie du carré.  Partie de la racine.

L L !
8 Y 2
Unité. Racine, Carré, Cube.
1 2 4 3

La partie du cube est i la partie du carré comme la partie

*) En effet, parmi les 25 espiees, 7 seulement, & savoir les équations 8, 11, 14, 17, 20,
21, 25, donnent lieu & des cas dans lesquels 'équation n'admet pas des racines réelles et
positives.

**) Pour dter & la terminologle employée par P'auteur dans ce qui suit ce qu'elle peut,
au premier abord, avoir de choquant, il suffira de remarquer qu'il entend par « particde A »
Ia valeur réciproque de A, et par « N parties de A « la fiaction E On peut d'ailleurs com-
parer & ce sujet les définitions dn septidme livre d'Euclide.

t

o -tz

***4) C'ept-i-dire Ia fraction ayant ponr dénominatenr co nombre, et pour wnmerateny
'unité,
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du carré 4 la partie de la racine, comme la partie de la racine a
'unité, comme Punité A la racine, comme la racine an carré,
et comme le carré au cube. Ce sont donc sept degrés en pro-
portion continue. Nous allons traiter exclusivement des
équations qui ont lieu entre lesdits degrés. Quanta la partie du
carré-carré et & la partie du quadrato-cube et 4 la partie du
cabo-cube, et ainsi de suite, elles sont anssi en proportion
continue. Mais nous n’avons pas besoin de nous en occuper,
parce quiil n’y a pas moyen de résoudre (les équations renfer-
mant) ces autres degrés.

Sache que si tu considéres le huitiéme, qui est partie du
cube, comme cube, sa partie sera huit, ce qui est le cube par
inversion (°). Et la méme régle s'applique aux autres parties;
de sorte que ces quatre degrés, la partie du cube, la partie du
carré, la partie de la racine et I'unité, forment une analogie
avec le cube, le carré, la racine et Punité, Par exemple, si Fon
dit("*) : « Une partiede carré est égale a la moitié d’une partiede
racine, » c’est la méme chose que si I'on avait dit : « Un carré
est égal 2 la moitié¢ d’une racine. » Alors ce carré est un quart,
ce qui est en réalité une partie de carré, et le carré cherché
sera quatre, la partie (du carré cherché) un quart, et la partie
de la racine (du carré cherché) un demi. Clest la la méthode
a snivre pour les équations simples,

Quant aux équations composées, lorsqu’on dit (***) : « Une

1
*) C'est- a-dire que sf & Fons substitué z°, on trouvera 22, en prenant, aprés avoir
déterminé 52, 1a valeur réciproque dcla 3t
")Bqnauonpmposée:l =1, =3 onrésout 3 = %z, ce qui donne 37 ==

22 oz
donc 2 =4, —

.
’

.

d
'z
***) Bquation proposée : ;:,— +2£= 1 %; onrésout 3°4- 2% =1 2, ce qui donne
& 4
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partie de carré et deux parties de racine sont égales a un et
un quart, » c'est comme si 'on avait dit : « Un carré et deux
vacines sout égaux a un et un quart. » Alors, au moyende la
méthode exposée précédemment, on trouve la racine égale
a un demi et le carré égal 4 un quart, si cen’est que Pénoncé
du probléme portait « une partie de carré et deux parties de
racine. » Donc le quart, qui était d'abord le carré, sera la par-
tiedu carré cherché, et le carré cherché sera quatre.

On suivra le méme procédé dans les équations & quatre
termes. Lorsqu'on dit (*): « Une partie de cube plus trois
parties de carré plus cing partieside racine sont égales a trois et
trois huitiémes , » alors c’est comme sil'on avait dit : « Un cube
plus trois carrés plus cinq racines sont égaux i trois et trois hui-
tiémes. » Au moyen de la méthode exposée ci-dessus et fondée
sur les sections coniques, on déterminera le c6té du cube, le-
quel sera la partie de racine cherchée. Nous poserons donc ce
cité & Punité donnée, comme I'unité donnée 4 une autre ligne
(inconnue). Cette derniére ligne sera le ¢6té du cube cherché.

Il est évident qu'il existera entre ces quatre degrés vingt-
cinq autres espéces de telles équations, proportionnelles aux
vingt-cinq espéces précédentes.

Quant 3 la multiplication de I'un de ces degrés par 'autre,

cest une matiére suffisamment connue par les ouvrages des
algébristes, facile & comprendre, et sur laquelle, conséquem-

ment, nous ne nous étendrons pas (**). Or, quant aux équa-
tions entre ces quatre degrés et les quatre degrés précé-

*) Bquation proposée: .;:-,- +3£; +35 %_—_—3%; ou résout :‘+3:’+53=32; ayant
déterminé la racine { de ceite dernidreéquation, on fait {2 1==1:{, et I'on aura z ==1.

**) L'auteur appelle ici préalablement Pattention du lecteur sur la maltiplication des dif-
férentes puissances de l'inconnue 'une par Vautre, parce que c'est le moyen «u'il emploie
pour résoudre les équations qu'it va proposer.

44



D .
demts ), on y procede comme je vais exposer. Lorsqu'on
dit (**) : « Un cube est égal & dix parties de cube, » cest-a-
dire & dix parties de lui-méme, alors le cube est le premier des
sept degrés, et parties du cube le septiéme. Multiplie Yun par
Vsutre, et prends la racine du produit. Le résultat sera (de
Vordre) dn degré moyen, clest-i-dire du quatrieme (***), et
égal au cube cherché. Pour plus de précision, nous remarque-
rons que chaque nombre multiplié en sa partie produit Y'u-
nité; que, multipli¢ en deux de ses parties, il produit deux ;
et que, multiplié en dix de ses parties, il produit dix en nom-
bre ("**). Et c'est comme si dans notre exemple on avait dit :
« Quel cube multiplié en lui-méme est égal 4 dix? » Donc la
racine de dix sera le cube cherché. Puis la détermination du
coté de ce cube est effectuée de la maniére démontrée ci-des-
sus au moyen des sections coniques, — Et de méme lorsqu'on
dit (*****): « Quel carré est égal a seize des parties dénommées
d'aprés lui? » alors multiplie l'unité en seize et prends la racine
du produit, laquelle est quatre; ce sera le carré cherché, Et,
conformément & la régle précédente, c'est comme si 'on avait
dit: « Quel carré multiplié en Ini-méme est égal 4 seize? » —
Et de méme lorsqu'on dit (*****): « Quelle racine est égale a
quatre de ses parties? » c’est comme si Pon avait dit : « Quel

*) L'auteur suppose les sept puissances arrangées de la manidre snivante :
t 1 i

1) x* 2) =t 3 x 4) 1 5) b 6) P 7) =
*) x’::m.%,, :r’.:t:‘-—_-—lo.i*,.z‘zw. 2= V1.

) Cest-a-dire il sera égal & un nombre (enfier ou fractionnaire, rationnel ou frrationnet)
«Junités,

1
o n (5h) =
1
Al T x’-—:m.;;, z’.z“.—:iﬂ.;‘;. 2T =18, 21=V16 =14,

1 1 .r
hiddddd | ra=4.5, .r.tzé.;.xz-'n, r =Vi=
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nombre multiplié en lui-méme produit quatre ? » Or, ce nom-
bre est deux.

Mais si I'on dit (*) : « Quel carré est égal & un certain nom-
bre de parties du cube de son c5té? » alors la solution de ce
probléme ne peut pas étre effectuée au moyen des méthodes
que nous avons exposées, parcequ’elle dépend de la détermina-
tion de quatre lignes (moyennes proportionnelles) entre deux
lignes données (**), en sorte que les six lignes soient en propor-
tion continue. Clest ce qui a été démontré par Abotx Ali 1bn
Albaitham (***), que Dieu le Trés-Haut soit miséricordieux en-

1
o] c’:a.;.

**) En effet, déterminant quatre lignes z, ¢, v, w,desortequat iz =xty=g:yv=
=0iw=wia, onaua =g oy f:a.%.

**) Yoir Casiri, t. 1, pag. 414 84q. — Abotll Faradj, éd. de Pococke, pag. 340-362,—
Gariz, de Interpretibus et Explanatoribus Euclidis Arabicis ; Halae, 1823, pag. 22.9%.

En vertn de la régle donndo par M. de Sacy daus son Anthologie grammaticale (pag. 113),
J'ai adopté dans le texte la legon de ms. C; aar jat trouvé que le nom complet de ce
géomitre était Albucan Ben Alhagan Ben Alhaitham, de sorle que d’Albaitham & lui i} u'y
a pas descendance immédiate.

Belativement anx ouvrages d'Thn Alhaitham, et particulidrement & ceux de 83 oUVrages
4ui %8 rapportent sux sclences mathématiques, fextrais denx passages du ms. des Biogre-
phies des médecins célebres par Ihn Abf Ocaibiah, que possdde la Bibliothéque nationale.
Dans le quatorzidme chapitre deson ouvrage, fbn Abt Ocaibish consacre 3 la vie etaux derite
d'Thn Alheitham (qu'il nomme Mohammed, tandis que, suivant le Tartkh Alhoqama, Ihn
Albaitham s'appelait Althacan) un article trés-dlendu, et renfermant des détails beaucoup
plus circonslanciés que n'en offrent les notices données sur ce géométre par Casirl, et dans
le me. da Tértkh Alhogams qne posside la Bibliothdque nationale. Voici les deux passages
ayant trait plus spécialement & ce qui doft nous intéresser ici ;

= Mohamined Ben Alhagan adit..... Etde ce que J'ai composé sur les sciences mathé:
matiques, le nombre des cuvrages monte & vingl-ting : 1° Commentaire et abrégé des élé-
ments de géométrie et d'arithnétique d*Euclide; 3¢ Recvell des Bléments de géométrie et
arithmétique, tiré dea traités ¢*Buclide et @"Apollonius: dans cet onvrage, j'ai classé el
divisé les éléments et en i donné des démonstrations fondées sur les mathématiques, e
caleul et la logique, do sorte que, quant & V'arrangement des matitres, jai renversé lordre
s0ivi par Euclide et Apolionius; 3° Commentaire et abrégé de I'Almageste, fondé sur des
démonstrations ; je n’y ai rien traité au moyen du caleul , si ce n'est un trés-petit nombre
de problémes eans importance; mais si Dien me donne fa vie et que les circonstances me
permetient do Fachever, jo commencerai un commentaire tois-détaillé du méme ouvrage,
dans lequel je raménerai tout & Varithmétique et an caleal; 4° Recueil des éléments du
caleul, ouvrage dans lequel j'ai déduit, des principes posés par Euclide dans ses Eléwents
de géoméirie et darithmélique, les éléments de toutes les espéees du calcnl ; j'y ai établi ja
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méthode de Ia résolution des problémes du calcul, par e donble moyen de Vanalyse géoms-
trigae et do 13 vérification arithmétique, en m'sbstenaut, en méme temps, &'y employer les
principes et les termes techuiques des algébristes; 5° Abrégé doptique, tiré des deux
ouvrages d'Ruclide et de Plolémée; j'y ak complété (restiiué) Je sujet du premier livre
perdu do traité de Ptolémée ; 6* Traité do 'analyse des problémes gdoméiriques; 7° Trsitd
do Panalyse des probldmes arithméliques™par la méthoade de Falgebre, avee démonstrations;
§° Traité complet sur Panalyse des probRmes géométriques et arithmétiques; toutefols Ia
partie qui se rapporte anx problimes arithmétiques est sans démonstrations, mals fondée
sur les principes de Palgdbre; 9° Traité do la mesure 4 la manibre des Rléments; 10° Traité
du calcal des opérations commercialea; 11° Perfection de 'art de creuser et d'édifier, ouvrage
dans lequel jai falt correspondre & lout ce qui se présente dans ces dens aris toutes les
figures gécmétriques, en allant jusqu'aux figures des trois sechions coniques, de Ia parshole,
da Phyperbole et de I'ellipse; 12° Abrégé des livres d’Apollonins sur tes sections coniques ;
13° Mémoire sur le calen! indien; 14° Mémoire sur la détermination de Pazimat de la Kiblah
dans toute la terre habitée, avec des tables que j'al construites, sans donner les démonstra.
tions des procédés exposés; 150 De certains problémes géométriques indispensables pouar les
vites religienx; 16° Leitre adressée & plusieurs rais, pour enconrager aux chservations
astronomiques; 17° Introduction 2 la géométrie; 18* Mémoire sue ta réfutstion de la d6-
monstration que Fliyperbole et ses deux asymptotes s’approchent indéfiniment Pone des
autres, gans cependant jamais se rencontrer ; 10° Réponse b sept problimes mathématiques
qu'on m'avait propasds A Bagddd, puis J'y ai répondus 20° Traité sur Panalyseet Ia synthise
des géométres, & P'usage des étudiants, recueil de"problemes géométriques et arithmétiques,
résolus et arrangés par moi 3 21° Traité de Vinstrument universel, abrégé extralt du teaité
d'Ibrabim Ben Henfa ; 22° Mémoire sur la détermization géométrique de la distance entre
deux [ieux tervestres ; 23° Mémolre sur les éléments des problames arithmétiques et sur leur
analyse; 34> Mémoire pour résoudre un donte sur Euclide, relativement an cingoidwme livrs
de son Traité des éléments mathématiques ; 25° Mémoire sur la démonstration du théorime
proposé par Archiméde, relativement A la trisection de Pangle, qu'il ne démontea pas (Cest
probablement une erreur, et il faut lire : relativement 4 Ia section de Ja ligne, ete.; voir
Paddition A du présent oposcule). »

+ovee. «Jadis. EY cest 1h quo finit co quej'al trouvé en fait de cela, éorit de 1a main
de Mohammed Ben Allisgan Ben Alhaltham, Pauteur: que la miséricorde divine reposesor
fui ! EX voiti encore une liste des ouvrages d’lhn Alhsitham que J'ai trouvée, et qui va jusqu’s
Ia fin de Van 429 1° Mémoire sur la configuration du monde; 2° Commentaire sur les
définitions de Pouvrage d'Ruclide (Vair Garis, loc. cit. — Cest probablement louvrage
o016 n° 1089 do eatalogue de la bibliothique de Leyde de 1718); 3° Traité d'opiique en
sept livres (c’est probablement mn commentaire de cet ouvrage, qui est coté n° 1073 du cala-
logue de la bibliothdque de Leyde); 4°Mémoire sur la manidre de faire des observations
astronomiques; 5° Mémoire sur les élofles qui se forment dans Pair; 6° Mémoire sur la
lumigre de la lane; 7° Mémoire sur la détermination de I'asimut de Ia Kiblah au moyen du
calenl; 8° Mémoire sur Farc-en-ciel ot sur 1o halo 9* Mémoire sur les différences appa-
rentes des havteurs des étoiles; 10° Traité du calcul des opérations commerciales; 11° Mé-
woire sur le cadran solaire horizontal; 13° Mémoire sur Pobservation des étoiles; 13° Traité
du compas des sections coniques; 14° Deux livees des centres de continnité; 15° Mémoire
sur les éiéments de la mesnre; 16° Mémoire sur la mesure de la sphére; 17° Mémoire sur
la mesnre du solide parsbolique; 18° Mémoire sur le mireir ardent circolaire; 19° Mémoire
sur les miroirs ardents courbés svivant des sections coniques (comparer relativement &
ces denx ouvrages le catalogue de Ia bibliothique de Leyde, ne 1074); 20° Abrégé sur les
figures de la noavelle lune; 21° Mémoire développé sur les figures de Ia nonvelle lune;
22 Abrégé sur les compas des grandscercles; 23° Mémoire développé sur lo compas des
cercles (sic); 24° Mémoire sur Vasimut; 25° Mémoire pour falre remarquer les pariies
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vicieuses des méthodes d'observations astronomiques; 26° Mémoire démonteant que la
sphére est la plus grande des figures solides isopérimitres, et le cercle la plus grande des
figares planes isopérimbtres; 47° Mémoire sor Voptique, snivant ls méthode de Ptolémée;
28°Traité sur le perfectionuement des opérations astronomiques, deux livres; 29° Mémoire
sur 18 dédermination de qualre lignes (moyennes proportionnelies) entre deus lignes données
(Cest Touvrage citd par Alkhayydmi) ; 30° Mémoire sar la quadrature du cercle; 31° Mé-
moire sur la détermination de la méridicone avee la dernidre exsctitude; 32° Mémoire sur
Vaddition des fractions; 33° Mémoire sur les propriétés de ta parahole; 34° Mémoire sur
lapmprmadel’hywboh;wnamirewrlamlauonquieﬁm entre la (fongueor) des
heures temparaires ot Ia haateur correspondaate {du pole — volei cette relation : Désignant
% longueur do Fheure temporaire par , on aara cos 16 #] ==w1gg . 1g 8); 36° Mémolre
sur Iz nature deg ombres (gnomoniques—ou bien des tangentes et cotangentes trigonomé-
tiques); 37 Mémolre prouvant que la partie visible du cist est plus grande que la moitié
do ciel; 38° Mémoire sar Ia solution d’un doute sur un endroit du premier livee de PAlma-
geste, qui avalt présenté des difficultés & plusiears savants; 39* Mémoire sur la solution
&d'an doute sur la partie stérdométrique de Pouvrage d’Raclide 3 40° Mémoire sur la diviston
des deux quantités de grandenr différente mentionnées dans I premiére proposition du
dixiteme livre de Pouvrage d’Enelide (le théorbme d'exhsustion); 41° Probiémes sur les
changements optiques; 42° Mémoive sur Ia détermination dn oS de Yheptagone; 43 Mé-
moire sur la section de la ligne employée par Avchiméde, dans son Trafté de la sphére et du
eylindre (voir I'addition A du présent opuscale) ; 44° Mémoire sur la détermination de la
wéridienns au moyen d’ane senle ombre (Fombre ohservée donne la hautesr dg soleil, laquelie
étamt connge, le problime s raméne A la formule cos & =SSN —sin ¥ :::":m::m 8);45°Hémaire
sur le probléme d'inserire un pentagone & un carré; 46° Mémoire sur la voie lactde; 47 Mé-
mofre sur la détermination du o8té du cube (probablement une construction d’équations
cubliques) ; 48° Mémoire sur la lumiére des €lolles; £9° Mémoire sur les traces qu'on re-
marque dans la June; 50° Mémoire sur un probléme arithmétique; 51° Mémoire sar les
nombres harmoniques ; 52° Mémoire sur le monvement qui a lieu dans le plan; 53° Mémoire
eur ['analyse et In synthises 66> Mémoire aur les connues {c’est V'ouvrage qu’a falt connatire
M. 8édillot); 55° Mémoire sur la solution d'un doute sur le donzidme livre de Pouvrage
@’Buclide; 58° Mémoire sur la solution des diffienltds préentées par le premier livre de
ouvrage d'Ruclide; 57* Mémoire surle caleal des denx (ausses positions ; 58° Réponse &
un probléme de mesure ; 59° Abrégé sur Pazimut de la Kiblah; 60° Mémoire sur ia jumidre;
61° Mémoire sur le monvement complexe (?); 69° Mémoire pour réfuter cenx qui élaient
d'une oplnion contrsire au sujet de 1a voie lactée (comparer le catalogue de 1s bibflothaque
de Leyde, n° 1159); 63> Mémoire sur la solution des doutes sur le mouvement complese;
64+ Mémodre sur les doutes sur Plolémée ; 65° Mémoire sur ' ; 68° Mémoire sur [es
ligues boraires; 67+ Mémoire sur o .yokuy3 ) (I faut pextetre ire b, voir
le Recueil de termes techniqnes donné par M. Sédillot & la fin de son Mémoire sur les
instraments sstronomiques des Arabes); 68° Mémoire sur Tespace; 69° Mémoire sur la dé
termination des hanteurs perpendiculaires des montagnes; 70° Mémofre sur les démanstra-
tlons (c'est dans ce sons qu'on trouve employé lomot ilc par Mob. Ben Motea) da calcul
indien; 71° Mémoire sur les hentenrs des triangles (traité de trigovoméirie plane?);
72° Mémoire aur les propriétés des careles ; 23° Mémoire surla proposition des Bént Mol¢a ,
7§ Mémoire sur la construction de Uheptagone fnscrit an cercle; 75° Mémoire sur la
détermination do Ia hauteur da pole avee Ia plug grande exactitude (la bibliothéque de
Leyde posside ce mémoire, dout voici les premidres lignes : « Traité d'Albagan Ben Alhogain
Ben Alhaitham sar la détermination de Ia hantenr du Ppile avec la plos grande exactilude.
1t v'y a pas une seule des théories astronomiques qui se rapportent & 'observation qui n'ait
hesoin, dans les ohservations qu'elle comporte, de fa détermination de I'élévation du pole s
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vers lui! Seulement, cette construction est assez difficile; de
sorte que nous ne pouvons Iajouter au présenttraité (*). —Et de

Phorizon du leu de Pobservation, et c¢'est uniquement au moyen des instruments, et aprés
avoir déterminé exactement la position des instruments relativement A Phorizon, qu'on peut
venir & bont de reconnaftre les mouvements célesies; mais on ne peus obtenir ceite déter-
mination de la position de l'instrument, relalivement & Phorizon , qu'au moyen d'une
connaissance exacte de la hauteur du pole, etc. »); 76° Mémoire sur la construction des
clepeydres;77° Mémoie sar la sphére adente (ie s, '1bn Abt Oeaib. porte i3 ,ae41 8,31,
leus, du Tér. Alhod, & Casir, 3541 $,SY; peutetre fandratt-t o 38ytt 5,1,
de 8phera mols, sujet d'un ouvrage d’Autolycus, traduit par Thabit Ben Korral ; comparer
le n° 1096 du catalogue de Ia bibliothdque de Leyde; ; 78° Mémoire sur un probléme arithmé-
tique solide; 79° Mémoire sur un problime géomélrique; 80° Mémoire sur la figare de
Péelipse 3 31° Mémoire sur la plus grande ligne qu'on peut placer dans un segment de cercle;
83° Mémoire sur le mouvewent de la fune; 83° Mémoire sur les problimes d'intersection ;
84* Commentaire sur P'arithmétique en forme de scolies; 85° Commentaire du canopn
{Eaclide, sectio canonis?) en forme de scolies; 86° Commentaire sur Iharmonique (d"Eu-
clide ) en forme de scolies ; 87° Traité de la section du trapize en général; 88° Mémoire sur °
P'éthique ; 89° Mémoire sur les counaisssnces nécessaires aox gess de burean; 90° Traité de
politique, cing livres; 91° Scolies ajoutées par le médecin égyptien Ishik Ben Yolunis (ce
poarrait bien étre le célebre astronome de ce nom, si ce nest que celai-ci s'appelait Al et
non pas Ishdk) & Pouvrage d'tba Albaitham sur le Trailé des problemes dagbre de
Diophante ; 92° Mémoire sur la solution d'un probléme arithmétique,

On doit 3 M. L. Am. Sédillot la connaissance du Traité des connues péométriques
d'thn Alhaitham, reentionné ci-dessus, u° 54. Voir le nouvean Journal asiatique, mei 1834,
et PApergu historique, ete., de M, Chasles, pag. 498 sqq.

Pour donner une idée de ce qu'élalent les ouvrages du genre de celui mentionné ci-dessus
ne 89, voici une indication rapide du contenu d'un cuvrage d’Abodl Wasd, dont la bi-
bliothéque de Leyde posséde la premidre moitié (n° 1048 du catalogue); il est intitulé
Traité d’Abodl Wafd Mohammed Ben Mohammed Albotzdjdnd, sur les counaissances néoes-
saires aux gens de bureau et aux gens d'affaires et autres, en fait de I'art du caleul.
Le premier lvre traite . Du rapport, des différentes espbees de (ractions (comparer le
deuxidme chapitre, premidre préparation, du petit traité de Behit-Eddln), et de la rigle des
six quantités (comparer Chasles, Apergu hist., not. V1); le deuxiéme livre : De la mulli-
plieation et de la division des nombres entiers et des fractions simples on composées, de
Paddition et de Ia soustraction des fractions, de 1a multiplication et de la division abrégées ;
le trofsidme lvre : De la mesnre des figures planes et de la mesure des distances, C'est
jusqne-1a que va le ms, de la bibliothdque de Leyde. D'aprés la sommaire, ke guatridme livre
traite des différents genres d'impdis, de ia tenne des registres d’impots, et des calculs qui 8’y
vapportent ; le cinguitme livre,, de P'échange des troupeaux de chameaus, des blés et des
terres , particulitrement par rapport au territoire de Bagrah ot de Qolifsh et aux con-
trées environnantes, puis des parlages;le siziéme livre , du commeres de change d'or
et de pitces monvayées, du payement des roupes, des bijoux, des vélements, des asso-
ciations mercantiles ; lo sepliéme livre , des caleuls que nécessitent les différents genres
d'opérations mercantiles. Chaque livre est divisé en sepl chapitres, et chaque chapilre en un
nombre plus ov moins grand (1 jusqu'a 9) de sections,

*) Il serait intéressant de connalire celte construction d’une équation du cinquidme degré
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méme lovsqu'on dit (*) : « Quel cube est égal 4 un certain nom-
brede parties du carré de son ¢6té, » on a besoin de la susdite
proposition auxiliaire, et il est impossible de résoudre le pro-
bléme au moyen de nos méthodes. — En général, lorsque le
premier de ces sept degrés est multiplié par le sixiéme (**), on
aura besoin de la détermination de quatre moyennes propor-
tionnelles entre deux lignes données, ainsi que I'a démon-
tré Aboir Ali Ibn Alhaitham : que Dieu le Trés-Haut soit mi-
séricordieux envers lui!

Et si I'on dit (**) : « Quel cube est égal & seize parties de son
cOté?» le premier degré sera multiplié par le (dénominateur
du) cinquiéme, etla racine de la racine du produit sera le coté
du cube cherché. Et la méme régle s'appliquera toujours
lorsqu’un de ces sept degrés est égalé 4 celui qui, 4 partir de
lui, est le cinquiéme de la proportion continue (****).

par un géombtre arabe, & moins que ce ne soit nne simple reproduction du procédé imaging
par Eratosthépe. (Voir Archiméds, éd. 4'Oxf,, p. 144-146.)
1
) z=ea. ]
o) g, 51-;; c'est & quol conduit, en effed, Ia méthods employée par Pantear dans Jes

exemples précédents, lorsqu'elle est appliqnée & I'dquation 2* =a . 5‘;; car, suivant cefte

rméthode, an multipliera les deux memhres par 2°, ce qui donne 2 =g . 2° ;:3 =a.z

on &*==q. Cependant il semble que I'autenr, en se servant de I'expression « le premier
degré est multiplié par le sixitme, » veut désigner nn degré qui est multiplié par le déno-
minateyr de celui qui, & partér du premier, est le sixiéme dans Iordre de la proportion

continue des sept degrés; & savoir 2° par 2* le dénominatenr de 5;1;, et 2? par 2* le déno-
minateor de 3:—5; de sorte que Popération & efféctuer sor I'équstion proposte sera :

1 1 1 1
1° B=ag, Pai=e. 5. P myt=a; P =ag, 2220 = 452
ot 2t ==a. Cest do moins ainsi qu'il fant indubitablement entendre les expressions de
l'esemple suivant proposé dans le texte.
e} z‘zle.;':, .t%z::ta.;‘z:ns, z =V T .

1 1 1
"*’)z'::a;, .t’.--:a.;;, r=a.5.

45
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Qnantaux équations composées, par exemple("), « Une racine
est égale & I'unité plus deux parties de racine, » cela équivaut
4« Un carré est égal i une racine plus denx en nombre, »
parce que les trois derniers degrés sont proportionnels aux
trois précédents. Nous résolvons (I’équation transformée) an
moyen de la méthode précédemment exposée, et le carré se
trouvera étre égal & quatre, et sera, en effet, égal A sa racine
plus deux en nombre. La racine de ce carré est donc ce qu'on
cherchait; cette racine est deux, et est effectivement égale a
Punité plus deux parties de cette racine.—Et de méme, si Yon
dit (**): «Un carré et deux de ses racines sont égaux a l'unité
plus deux parties de racine, » alors cela équivaut a : « Un
cube et deus carrés sont égaux i une racine et deux. » Nous
déterminerons le ¢4té du cube, comme nous Favons démon-
tré, au moyen des sections coniques; et le carré de ce cité
sera le carré cherché, — Et de méme, si Pon dit (**) : «Une
racine et deux en nombre etdix parties de racine sont égaux a
vingt parties de carré, » cela équivaudra & : « Un cube et
deux carrés et dix racines sont égaux & vingt en nombre;»
nous déterminerons le ¢bté du cube au moyen de la méthode
des coniques, et ce sera la racine cherchée. — Généralement,
quatre degrés quelconques de ces sept degrés, se suivant en
série continuie, peuvent étre considérés comme une des vingt-
cing espéces discutées ci-dessus.

Mais lorsque la série étend a cing, six on sept degrés, il

") z=l+2.5’;6qnivauu 2le=g-42, cparce que x $ 37=1 :z::;:ﬂ,o clest-
a-dire qu'on multipliera Péquation par ls dénominateur de la plus hasee puissance qu'elle

m;mga-t-admnes’:i.etx:\/iaa;eneﬂd.onann 2-=1+2.§.
) @ 2= 2. o bplvantd 20 220 =22

) 2 2 10, 3 =20, 3 cquivaut & 2* 425 105 = 0.
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n'y a pas de méthode qui réussisse & résoudre le probléme.
Par exemple, lorsqu’on dit (*): « Un carré et deux racines
sont égaux & deux en nombre et deux parties de carré , » alors
cest impossible & résoudre, parce que le carré est le second
de ces degrés, et que la partie du carré est le siziéme; de
sorte que la série s'étend & un intervalle de cinq degrés. Cela
servira de régle pour les autres cas.

La totalité des équations simples, ayant lieu entre ces sept
degrés, monte & vingt et une, deux desquelles ne peuvent étre
résolues au moyen de notre méthode, mais exigent la proposi-
tion auxiliaire d'Ibn Alhaitham ; de sorte qu'il en reste dix-neuf
espéces résolubles par notre méthode, les unes au moyen des
propriétés du cercle, ét les autres au moyen des propriétés des
sections coniques. La totalit¢ des équations composées & trois
termes renfermant trois degrés successifs monte & quinze; elles
sont résolubles au moyen des propriétés du cercle. La totalité
des équations composées A trois termes, qui constituent un
intervalle de quatre degrés successifs quelconques, monte a
vingt-quatre; elles sont résolubles au moyen des propriétés
des coniques. La totalité des équations composées & quatre
termes renfermant quatre degrés successifs quelconques monte
4 vingt-huit, résolubles au moyen des sections coniques (**).

%) 2'2r=12+4 2. . Cest, en effet, une équation du quatribme degeé; mais les
équations de ce degré du moins pouvaient encore dtre consiruites an moyen ds devx co-

niques, ce que d'aillears d"sutres géometres arabes ont réellement reconnu (Voir 'addition b,
second probléms).
**) Voici lo tablean complet de toutes ces équations :
1. Equations simples.
Equations fermes entiers, n° 1 & 6. a==%, a=2*, a==x?, b=z, ba==03, cx?=2a",

1 11 1 1
Equations b termes fractionnaires. 5 =a 30 =0z, ;=9

46
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La totalité des équations ayant lieu entre ces sept degrés, et
résolubles au moyen des méthodes exposées par nous, monte

1 1

B =, - =2,

1 ! . ;

5 = 6%, -3 = ar’...équationsd'lbn Alhmham)
1
F = gz,

Equations composées.

1. Bquations du second degré (= résolubles au moyen des propriétés du cercle »).
Bquations A termes entiers, 0* 7412, 2° -f b2 = a, 2* 4 a == br, b2 + a = 27,
& fext== by, 2'-bx= ex?, cxt 4 br =zt

i+a=bx, -;:!-bx:a, -;-za+bz,

1 a 1
Ftb=

Equations & termes feactionnaires.

a4
z @z Th

1.5 a 1 a b
#tz=s d=ats

1,6

wta="

1t ., a6 b

#tr=z

1. Bquations du troisieme degré & trois termes («vés. an moy. des propr. des eoniq.» )
Equations i termes entlers, n* 13 418, 2* - bz = a, 2'}a = bz, bz - 4 = 2,
B dext=a, 2*4 a=ca’, ¢z +a = 2*

¥quations & termes fractionnaires.

Equations & termes fractionmaires. S5 =8,  L40=2, L=4p,
Fra=bs, Stdr=a L=atbs,
ster=br, L4dr=as l=azber,
Legen deemf, A=es
ENES N A
sta=te, L4br=a, Lloajoe

. Hguations du froisiémedegré & quatre fermes («rés. an moy. des prope. des coniq.)
Fquations & termes entiers, n*19 4 25, 23 e2® 4 bxr=a, 24 cx'-}a=bz,

24 bzt a=c2), ex’4 b2-fa=2x,
z* t-cxt=bx a6, 234-b3=: cxita, 2 a=cx'{da.

1 b
Ftzte

1 a [ 1 a
stztz=¢ state=

a 1
rir

b
;’

a b
_‘=F+E+c’

1 . a b t .0 a , 1 a b
Fra=ge mti=gm+eqte =542
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donc & quatre-vingt-six, dont il a été mentionné dans les trai-
tés de mes prédécessenrs uniquement six espéces (*). Pour
quiconque a bien approfondi les théorémes proposés dans ce
traité, et en méme temps posséde une certaine force natu-
relle de Uintelligence, ainsi que 'habitnde de s’occuper depro-
blémes mathématiques, il n'y aura plus, certes, rien d’chscur
dans les problémes qui offraient de si grandes difficultés aux
géometres des temps précédents.

Nous voila donc arrivés au terme convenable pour finir ce
mémoire en offrant nos louanges an Dieu Trés-Haut, et en
implorant sa bénédiction sur tous les prophétes.

Clest ce que je m’étais proposé de développer. 47

Or, cing ans environ aprés la composition de ce mémoire,
une personne possédant une légére teinture de connaissances
mathématiques me raconta que le géométre Abotil Djotd

#+;+b=cz, 5‘;+ﬁ+cz==
Fdte=2 L=3itote
L4l=btes, Ladv=fden pta=F+s
tdatte=cr, Ttater=te,
l+a,+cz’=a, -‘-=a+bx+w’

“+a“‘°-t+'-‘£’ “+b£==a+w= -+cz’=a+ba;
1l est rematquable que {'autenr n'ait méﬁfnppémrhmqgmwwoddm on

nombre infiné d*équations  résolubles par ses méthodess en multipliant chacune de ses
vingt-cing (ou plutdt en rejetant les équations u” 4 & 6, et 10 & 12, dix-nenf) équations

+
primitives par 2, n étant un nombre entier quelconque. Ce sont probablernent ses
théories philosophiques sur Ia natare des puissances (voir pages 7 et 8) qui Pempéchaient
de concevolr celte idée,

*) A savoir, les espdees n°s 1, 2, §, 7, 8, 9, - Voir les fraités de Moh. Ben Modgaet de
Behd Eddin, et comparer le passage d'Ibn Khaldotin eité par Hadji-Khaifa (6. de Fluegel ,
t. 11, pare 584).

(
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Mchammed Ben Allaith, que Dieu soit miséricordienx envers
lui! était auteur d’un traité sur Pénumération de ces espéces,
et sur la maniére de ramener au moyen de Fanalyse la plupart
d'entre elles 4 des sections coniques, sans cependant discuter
complétement leurs cas et sans distinguer les problémes pos-
sibles d’avec les impossibles, mais en. donnant sénlement les
développements auxquels il était conduit par la considération
de problemes particuliers dépendant de ces espéces, Je ne serais
pas porté a croire cela trés-loin de la vérité, parce que les
deux espéces que j’ai dit appartenir 4 un de mes prédécesseurs
lui sont attribuées. Et la personne dont jai parlé les avait vues
dans un exemplaire complet des ouvrages d'Aboiil Djoiid, écrit
de la main d'Alhdzemi (*) le Khirezmien.

L'une de ces deux espéces est trindme , & savoir: « Un cube
« et un nombre sont égaux a des carrés (*). » Cette équa-
tion a des cas, et les cas sont sujets & des conditions, ainsi
quil a été expliqué dans ce mémoire. Mais d’abord il n’a pas
énoncé complétement les conditions, et ensuite il s'est trompé
de nouveau a l'occasion de cette espéce en affirmant que, si
le cité du cube égal au nombre donné est plus grand que la
moitié du nombre des carrés, le probléme est impossible. Car il
n'en est pas ainsi, comme nous 'avons démontré. Il fut induit
dans cette erreur, faute d’avoir reconnu la possibilité du con-
tact ou de V'intersection des deux coniques dans cet autre cas.

L'autre espéce est quadrinome, & savoir: «Un cube plus un
enombre plus des cotésest égal a des carrés (***); » et certes rien
de plus beau que sa solution de ce probléme aprés que tous
les géométres s'étaient épuisés en vaius efforts pour Pobtenir.

*) Voir le Loub Alloubdb du Soyoatt, éd. de veth, vol. I, p.VE.
**) Cest Péquation n® 17 ’Alkhayyamt. Voir page 40 sqq.
***} Cest I'éqmation n® 24 d*Atkhayyamt, Voir page 49 sqq.
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Cependant le probléme qu'il résolut était particulier, et Ves-
pece a différents cas et est sujette a des conditions; enfin elle
renferme des problémes impossibles. De tout cela il ne donna
pas une discussion exacte et complite.

Yai parlé de cela uniquement afin que les personnes qui
rencontreraient les deux traités — pourvu que ce qui m'a été
racontérelativement i cet excellent géométre soit exact — puis-
sent comparer mon mémoire présent avec celui attribué a cet
excellent géometre,

Or, je crois n'avoir négligé aucun soin pour rendre ma dis-
cussion compléte, m'efforcant en méme temps de satisfaire
pleinement & ma promesse, et d'éviter pourtant une prolixité
ennuyeuse. Si j'avais voulu, j'aurais facilement pu donner des
exemples de chacune de ces espéces et de leurs cas. Mais, crai-
gnant d'étre prolixe, je me suis borné a proposer ces théorémes
généraux, confiant en lintelligence de V'étudiant, parce que ce-
lui dont l'esprit a bien pénétré I'idée de cet ouvrage ne sera
certainement pas arrété par tel probléme spécial qu'il voudra
se proposer, ou par la difficulté de le ramener 4 I'espéce dont il
est le cas particulier. C'est le concours de Dieu qui conduit
au succes, et c'est en son assistance que nous nous confions en
tout état.

Tajoute encore ce qui suit. Un de nos éléves nous a pressé
deses instances d'exposer I'erreur (*) commise par Aboil Djoud
Mohammed Ben Allaithdans ladiscussion de la cinquiéme dessix
espéces trindmes résolubles an moyen des coniques. Clest I'é-
quation « Un cube et unnombre sont égaux i des carrés (*). »

Aboiil Djodid dit : Faisons le nombre des carrés égal a la

*} Cette erreur consiste A avoir dit (fig. 30) :
1* Que 8i BC = CA , les deux coniqnes se fouchent au point D;
29 Que si BC > CA, les deux coniques n'ont pas de rencontre du tout. (Voir pages 43
et 82.)
") R 17, 2 a=ert
6.

48
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ligne AB (fig. 30), et prenons sur AB un segment BC égal an
¢oté d'un cube qui est égal an nombre. La ligne BC sera, on
¢gale & CA, ou plus grande, ou plus petite que CA.

T dit: Lorsque CA est égalea BC (fig. 30,1 ), complétons le
rectangle CE, et faisons passer par D une hyperbole ayant AB,
BE pour asymptotes. Construisons aussi une parabole ayant
son sommet au point A, son axe sur AB, et son paramétre égal
4 BC. Cette parabole passera infailliblement par le point D,
comme nous I'avons démontré. Puis it dit que les deux co-
niques se touchent au point D. Mais c'est une erreur, parce
qu'elles ont nécessairement une intersection. Démonstration.
Faisons BZ égale & BA, et joignons AZ. Alors AZ passe infailli-
blement par D, et sera située (relativement 4 sa partie AD) dans
Fintérieur de la parabole. L’angle ADB sera un angle droit, et
Fangle ABD sera égal & l'angle ZBD. Or il est connu que l'axe
de Phyperbole divise en deux parties égales Pangle (des asym-
ptotes)qui Yenveloppe. Conséquemment la ligne BDT est l'axe
de I'hyperbole qui passe par D. Mais la ligne AD est paralléle

49 aux ordonnées (de Phyperbole); elle sera donc tangente &
Phyperbole. 11 s’ensuit nécessairement que la parabole coupe
Phyperbole, ne pouvant étre située entre Phyperbole et la
tangente & 'hyperbole ; parce que si la parabole touchait cette
tangente & 'hyperbole, les droites menées du point D  un
point quelconque pris sur la circonférence parabolique AD
tomberaient entrela parabole et sa tangente, ce qui estabsurde.

. AB=g¢, BC=ga, BC < AB.
= 3 e
BC >AC, ou V'@ > %, BCDE carré.
< <?

AB, BE, ssymptotes d'one hyperbole équilatire qui passe par le point D.
A sommet, ABaxe, BC patamétre dune parabole,
B BC==AC(fig. 30, ). La parabole passe par D (voirla note pags 41), et les

deux sections conicpues ze rencontrent en D, non par contaet, mais par inter.
tection,
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1l en résulte avec nécessité que la parabole coupe Phyperbole
encore dans un autre point situé entre A et D. Et c’est ce que
nous nous proposions de démontrer. C'est ainsi que ce géo-
métre excellent s'est trompé en avancant queles deux coniques
nécessairement ont un contact au point D.

Maintenant quant 4 ces mots : « Lorsque BC est plus grande
queCA, le probléme estimpossible, parce queles deux coniques
neserencontrent pas,»c'estune assertion erronée. Au contraire,
les deux coniques peuvent trés-bien se rencontrer, soit par
intersection, soit par contact, en un seul point ou en deux
points, situés entre A et D, ainsi que nous I'avons démontré
ci-dessus. Et l'on peut en donner une démonstration plus
générale que celle que nous avons proposée.

Que AB (fig. 3o, 3) soit égale au nombre des carrés,et BC
égale au coté du cube (qui est égal au nombre donné) et
plus grande que la moitié de AB. Complétons CE, et décrivons
les deux coniques de la maniére qu'on sait. Supposons (*)
AB égale & dix, et ZB égale 4 six. Le produit du carré de ZB en
ZA sera cent quarante-quatre. Ce sera le nombre donné; le

*} 2) BC>AC ou BC)%(&G.&,!).—Supposonau:c:lo, ZB=x=86;
-— 3. L S

de x* 4-a=cx’ il suila == — %) =1TB . 2A == 144; BC = G=V"18 > 5, ou

AB

m>T’
DeBC==7B.ZA{lsuit: 1) 7B : BC=BC:ZA.

Coupant Fhyperbole av point B par une perpendiculaire élevée au point Z, an aura rectangle
HB égal an carré EC, don¢  9) 2B ! BC=BC :ZH
e\ 3) IB:BC=2B:zZH

De 1) et 3) il suit 4 ZB:BC=ZH:ZA
de 2) et §) .5) BCIZH=ZH:ZA ov ZH ==BC.ZA;
enfin de d) et 5) ZB:BC=BC:ZH==ZH : ZA.

Or,de ZH = BC.ZA il résulte que B est situé ams! sur la circonférence de la parabole, bien
que nous ayons supposé BC > % ot BC > AC. Conséquemment Passertion d’Abedl Djodd

qu'en ce cas les deux coniques ne se renconirent pas, est erronee. — L'svire racine posis
tive est, dans Pexemple présent, x = 1 -+ 1/'28.
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¢oté (du cube qui lui est égal) seva BC, et BC sera infailliblement
plus grand que cing, parce que le cube de cinqg est cent vingt-
cing. Or le solide ayant pour base le carré de ZB, et pour hau-
teurZA, est égal au cube de BC.Conséquemment leurs basessont
réciproquement proportionnelles leurs hauteurs, c'esta-direle
carté deZBestau carré de BC comme BCa ZA. MenonsdeZ une
perpendiculaire qui coupera lhyperbole au point H, et complé-
tons le rectaugle HB. Le rectangle HB sera égal & CE. Consé-
quemment leurs cdtés seront réciproquement proportionnels,
c’est-a-dire ZB sera & BC comme BC 4 ZH. Donc le carré de ZB
sera au carré de BC comme ZB & ZH. Mais on avait trouvé le

50 carré de ZB au earré de BC comme BC & ZA; par conséquent
ZB 4 ZH comme BC & ZA , et alternando (*) (ZB 4 BC comme
ZHa ZA). 1l en résulte que les quatre lignes ZB, BC, ZH, ZA
sont en proportion continue, et que le carré de ZH est égal au
produit de BC en ZA. Mais BC est le paramétrede la parabole
dont AB est l'axe et A le sommet; conséquemment ZH est or-
dounée de cette parabole, et le point H sera alors infaillible-
ment situé sur sa circonférence. Mais H était déja situé sur
la circonférence de I'hyperbole. Les deux coniques se ren-
contrent donc; et 'erreur d'Aboil Djotd, lorsqu’il dit qu'elles
ne se rencontrent pas, est évidente. Or, cest ce qu'il sagissait
de démontrer,

Afin d’éclaircir encore plus cette question, supposons (*) AB

*) Voir Buclide, eléments, liv. v, déf, 18,

**) (Fig. 30, 3) AB==c==80, BC=V'a=41, AC==AB--BC=139, BC> AC.
CD=BC, done CD’> BC. AC; conséquemment D estsitué en dehors deta parabole,
IC=BC.AC=1599, LC= /i3 =140—s, oila< 3-'5.

TC=RC==41, AT=13 BB ==BT. .. BT tangente h Mhyperbole;
k=2 =2 g2, uK pependioutaive d AK.
I MK =AC: AK =4, m:"»;f:zo-—:’. oit ¢’ <:T:‘o'
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(fig. 30, 3) égale & quatre-vingts, et BC qui représente le coté
du cube qui est égal au nombre donné, égale a quarante et
un, de sorte qu'elle sera plus grande que AC. Le point D
tombera en dehors de la parabole. Que celle-ci passe donc
par le point L. Alors la ligne LC sera égale a la racine de mille
cinq cent quatre-vingt-dix-neuf, ce qui fait quarante moins
une petite quantité, Faisons TC égale 4 CB, BH égale 4 BT, et
joignons TH. Alors TH sera tangente i ’hyperbole, comme
nous Pavons démontré. Prenons un segment AK égal & un
quart de AC, et menons de K une perpendiculaire qui cou-
pera la parabole au point M. Le carré de LC sera au carré de
KM comme AC i AK, parce que les deux premiéres lignes
sont ordonnées de la parabole; c’est ce qui a été démontré
par Apollonius dans la 19" proposition du premier livre ().
KM sera donc la moitié de LC, c’est-a-dire égale 4 vingt, moins
une petite quantité. Or, CT est quarante et un, AK neuf et
trois quarts, et AT deux(*"); conséquemment KZ sera onze et
trois quarts, parce que KZ est 4 KT comme HB a BT ; mais
les deux derniéres lignes sont égales. 1l en résulte que la ligne
ZM sera plus grande que huit, ce qui est compté & partir de

KZ: KT==HB! BT, donc KE==KT= KA AT =11 2.

ZM=MK-KZ=8-: -~y > 8.

L'abscisse KN de Phyperbole qui correspond & KM sera égale 3 R = =A% ==x128,98;
done XN > KM, de sorte qu'iei les deux coniques sont situdes en dehors Pune de Pautre,
Mais, en effet, on ne voit pesbien pour quel motif Fauteur a supposé AK = 2‘?; ear glit
avait donné A K une valear compriseentre 17,8 et 38,6, il aurait nécessairement trouve que
i'hyperbole passe dans Pintérieur de la parabole, et vice versa, ainsi que lemontre Ia figure
dans le tracé de laquelle les donndes numériques du {exte ont é1é rigoureusement observées.

*) Ed. 4°0xf., p. 48, liv. I, prop. 20.

*+) J'ai laiseé subsister dans le texte la lecon ithndni, comme se trouvant également dans
les deux mss. ; mals il vaudrait mienx lire ithnaini.
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la tangente a 'hyperbole; et ce sera dans cette position infail-
liblement en deca de Phyperbole; de sorte qu'on serait forcé
d'avouer que les deux coniques ne se rencontrent pas lorsque
BC est plus grande que CA. Mais il n'en est pas ainsi néces-
sairement dans tous les cas, et Aboil Djotd s'est trompé dans
cette assertion. Remarquez cela. Si on veut, on peut facilement
en trouver des exemples numériques.

Ce probléme revient en vérité a celui d'appliquer 2 une li-
gne donnée(c) un solide ({c—z| 2%) défaillant d'un cube («%),
et égal & un autre solide donné (a) (*). Alors, si le cété (1¥3)

du cube, qui est égal au solide donné, est égal & la moiti¢ (g)

de la ligne, ou plus petit, la construction est nécessairement
possible; mais lorsque ledit coté est plus grand que la moitié
de cette ligne, le probléme peut conduire i des cas impossi-
bles, conformément a ce que nous avons exposé.

Cest Dieu qui facilite la solution de ces difficultés par ses
bienfaits et par sa générosité.

Terminé (**), & midi, le premier jour de la semaine, le vingt-
troisieme du mois Rabia premier de I'an six cent.....

*) Comparer Paddition B. — C'est peut-2fre cette analogis qui existe entre la construction
de Péquation 2°-}-a==cz? et la 28 proposition du VI™ livre des Eléments &’Buslide (ou,
8i Pon vent, V'équation carrée 2° 46 ==bz) qui a causé Verrenr d'Aboatl Djotd relstivement
ala limite de 1a solubilitd. Car dans cetto dernidre proposition cette Hirmite, en effet, a licn
lorsque Ia racine (carrée) de la surface donnde est égale A Ia moitié de la ligne donnée, en
supposant que le paraliélogramme appliqué dolve &tre délaillant d'un carrd.

**) A saveir la copie. ~— Quant an millésime qui est indiqué dana le manuserit parun parafe
difficile & déchiffrer, j'en ai inséré dansle texte un fac-similé gravé, ponr ne pas hasarder nge
explication conjecturate,
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« Mémotre &lbn Alhaitham, cest-d-dire du chaikh Aboil
Hagan Ben Alhacan Ben Alhaitham sur la section dune ligne
employée par Archiméde dans le second livre. »

« 1l dit : Archiméde employa, dans la quatriéme proposition
du second livre du Traité de la sphére et du cylindre, une
ligne quiil suppose divisée suivant une raison particuliére,
sans démontrer comment on divise cette ligne suivant cette
raison. Et puisque la section de cette ligne ne peut étre effec-
tuée qu'au moyen des sections coniques, et qu'il nemploya
dans son ouvrage rien des sections coniques, il ne s’avisa pas
de méler au traité ce qui était étranger 4 son sujet. Nous
avions donc admis cette section d'une ligne, en présupposant
qu'elle peat étre effectuée. Mais tant que nous ne divisons
pas effectivement la ligne suivant la raison donnée par Archi-
méde, la démonstration de la proposition dans laquelle cette
section fut employée parlui reste incompléte. Puisque donc
il en est ainsi, nous nous sommes proposé d’effectuer cette
section et d’en montrer la possibilité, afin de rendre évndente
la justesse du procédé d’Archimede, »

« La section employée par Archiméde consiste en ce quiil
donne une ligne, et sur cette ligne deux points D, Z (fig. 31).
11 suppose que les deux distances DB, BZ, sont connues, ainsi
que le rapport de BZ & BY. Puisil dit: Faisons maintenant le

rapport de HZ a ZT égal au rapport du carré de BD au carré
de DH. »
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« Déterminons donc la ligne au moyen de ces données, et
occupons-nous de sa section. »

Yai traduit textuellement cette petite introduction, puis-
que les paroles du célebre géométre arabe ne sont pas sans
une certaine valeur historique. Pour la solution méme qui
suit, je ne vais en douner qu’un exposé succinct, afin dene pas
fatiguer le lecteur par la prolixité des démonstrations ancien-
nes adoptée par les Arabes.

Faisons AD, ET, CZ, égales a BD et perpendiculaires 3 DZ,
et joignons les points A, E,C, qui sont en ligne droite.

Faisons passcr par E une Ayperbole ayant CZ, ZD pour
asymptotes. Elle coupera AD en un point K situé entre
AetD. ’

Puis construisons une parabole dont I'axe soit DA, le som-
met D, et le paramétre DB. Elle coupera AC enun point S, en
sorte qu'on aura AS == AD . BD =BD, donc AS=3D. Et puis-
que AE =DT>DB (*}, on aura AE>AS.

E sera donc situé en dehors de la parabole, tandis que K,
comme point de son axe, sera situé dans Pintérieur de la pa-
rabole. 1l s’ensuit que I'hyperbole et la parabole ont une in-
tersection.

Abaissons du point d’intersection M une perpendiculaire
sur DZ; le pied H de cette perpendiculaire sera le point
cherché.

Car, en menant par le point M une droite NML paralléle &
DZ, on aura, en vertu de la parabole, MN =BD. DN, ou
DH = BD . MH, donc 1) BD : DH = BD : MH.

Puis, en vertu de T'hyperbole, on a ML: EC == ET :MH,
ou a) HZ : 2T =—BD: MH.

*) Puisque BZ > 2T, vois Archiméde, éd. 0'Os1., p. 158, lig. 26 du lexte grec.



Mais de la combinaison de 1) et 2) il suit :
HZ:ZT = BD : DH; c.q fd
On peut voir la méme chose d'un seul coup d'ceil. Désignant
DB, TZ, DZ, DH par «, b, ¢, .r respectivement, et prenant D)
pour origine des coordonnées , 1’équation de 'hyperbole sera
7. (c—z)=a.b,celle de la parabole 1* = y.a, ¢t ]acombinaison
de ces deux équations donne z* (¢ ~x)==a>. b, ce qui esten
effet 'équation qu'il s'agissait de construire. (Voir la préface.)

A la suite du mémoire d'lbn Albaitham il se trouve une
autre solution du méme probléme, précédée de ces mots :
« D'une autre maniére par un autre, au moyen du mouve-
ment de la ligue. » Elle m’a paru mériter une attention par-
ticuliére, comme solution mécanique d'un probléme de géo-
métrie; et encore parce qu'elle prouve, comme on verra,
combien les Arabes ont su pénétrer dans'esprit des méthodes
grecques, et s'en faire des instruments qu'ils maniaient habi-
lement. Voici le procédé du géométre arabe :

Menant des points D et Z (fig. 32)deuxperpendiculaires ala
ligne DZ, il prend sur la premiére un segment DA égal 4 BD, et
sur le prolongement de DZ un segment ZC égal & ZT. Puis il
imagine deux droites pivotant autour des points A et G en res-
tant constamment paralléles entre elles: la premiére de ces droi-
tes mobiles conpera constamment ladroite DZ; la seconde cou-
perala perpendiculaire menée du point Z; la droite qui joint
les deux points d’intersection changera de position avec les
droites mobiles, et renfermera avec elles des angles variables.
Qu'on fixe entre toutes les positions que prend successivement
le systeme de ces trois droites mobiles, celle dans laquelle
la troisiéme droite qui joint les points d'intersection est per-
pendiculaire aux deux paralléles mobiles. Le point d'intersec-

Weod oW wow!
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tion H de la premicre droite mobile avec la droite fixe DZ, qui
répond A cette position, sera celui qu'il s'agissait de trouver.
Car on aura AD:DH==HZ:ZE; donc AD ;: DA — RZ :%ZF
==HZ :ZC; mais AD==BD et ZC ==ZT; donc BD : DH =
=HZ:IT; c.q. f. d.

Examinons cette solution. Désignons comme ci-dessus BD,
TZ, DZ,DH par a, 8, c,x respectivement ; il s’agit de construire
Péquation

1) & — er® + a’b = 0.

La construction du géométre arabe revient virtuellement
4 ceci : de construire la courbe lien géométrique des pieds
de toutes les perpendiculaires abaissées du point C sur toutes
les tangentes d’une parabole dont A est le foyer, et DCla tan-
gente au sommet; puis de couper cette courbe par une droite
perpendiculaire 4 DC au point Z. En d'autres termes, pre-

nant le point C pour origine des coordonnées, on combine la
courbe

) r+ay— (b+o)ayt-a2x® = o

avec la droite 2/ == 4, ce qui, lorsqu’au moyen de la relation
a: x==y:a2 ==y :b, on introduit encore x en place de y,
produit effectivement Péquation proposée.

Voici maintenant comment cette construction se rattache
a celle donnée par Platon pour le probléme des deux moyen-
nes proportionnelles (*). La solution de Platon consiste en ce
qu'on prend, sur les deux cétés d’un angle droit & partir du
sommet B (fig. 33), deux segments BA, BI' respectivement
égaux aux deux lignes données, et que I'on trouve, ' 'aide
d'un instrument qu'il imagine pour cet effet, deux points E, A

*) Archim., éd, d'Oxf., p. 135,
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situés sur les prolongements de AB et de I'B; de sorte que
T'EA et EAA soient des angles droits.
Désignant BT par b, BE par y, BA par z, BA par a, on aura
eneffet b :y=y: z2==2: «; donconaura construitl'équation

a) ¥ = al’

Mais évidemment cette construction revient a ceci : de cons-
truire la courbe lieu géométrique des pieds de toutes les per-
pendiculaires abaissées du point I' sur toutes les tangentes
de la parabole dont A est le foyer et BT la tangente au som-
met; puis de couper cette courbe par le prolongement de la
droite AB.

Cette courbe est donc la mére que celle dont nous venons
de parler, Prenant le point I' pour origine des coordonnées,
ce sera la courbe

) p+oty—bey—at =o,

qui, combinée avec la droite x = 6, produit y*=al'. En
échangeant les directions positive et négative des y, les équa-
tions I) et II) deviennent identiques lorsque les paramétres
(& + ¢) et b sont les mémes.

Le géométre arabe s'est donc ingénieusement servi pour la
construction de ’équation 1) des moyens imaginés par Platon
pour celle de 'équation 3).

On a dit que la constraction d’une équation cubiquea 'aide
d’une courbe du troisiéme degré renfermait une pétition de
principe, en ce que la succession des points de ces courhes ne
saurait étre trouvée que par la résolution d'une équation cu-
bique. Cette objection s'évanonit cependant i I'égard des
courbes qu'on peut décrire 2 aide d’un instrument par un
mouvement continu, et 'on peut dire en quelque sorte que
c'est ce que virtuellement Platorn du wmoins a fait. Rien n'est
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plus facile que d’imaginer un pareil instrament pour la courbe
qu'on vient d'examiner (*}.

B

« Aunom de Dieu clément et miséricordieux!
« Cest en Dieu que repose ma confiance. »

« Yailu ce que tu as mentionné, & mon frére, de ce qu'a
dit le géométre Abot Abdallah Almahini dans le mémoire
qui a pour objet de commenter le second livre du traité d’Ar-
chimede sur le cylindre, la sphére et le cone, a savoir que des
neuf propositions quicomposent ce livre, il réussit 2 en cons-
truire huit, tandis qu'il s'effor¢ait en vain de donner une so-
lution parfaite de la quatriéme, laquelle est la section d’'une
sphére en deux parties suivant une raison donnée, i cause
de la difficulté du lemme dont il avait besoin pour cette so-
lution, 1l chercha alors 4 la résoudre par I'algebre, et ramena
leprobléme 4 une égalité du cube et des carrés & un nombre (**)
(équation) dont les éléments ne sont pas proportionnels (***),
Cela revient 4 appliquer & une ligne donnée un solide 4 cbtés

*) En discatant I’équation I), on trouve que cetts courbe a deux branches infinies, ayant
pour asymptote commune la directrice de la parabole mentionnée ci-dessus, et dirigées de
part et d'antre de cette asymptote. Ells forme au-dessus de I'axe CD (fig. 32) un ncend penché
vers AD, ¢ta un point double en C. Elle 8'éloigne le plus de J'axe des ahscisses anx denx

*d—a bde +d—g
points qui ont pour coordonnées y=— TR z’=-—2—.:—m. en posant
d? =g -}~ (b-}-c)*. 8i le peint fixe C, au lien d'aire pris sur la tangente au sommet, avait
€16 pris sur 1a directrice de Is parabole, la courbe surait ét6 une focale & neeud.

**) Cela w'est pas tout A fait exact ; ilfallait dire: «d'un cube et d’un nombred des carrés. »
Cependant il ne fant voir en ceci qu'un simple lapsus calami, une ligére insdvertance, et
non pss une erreur ou nue incertitude. En eflet, en parlant de choses aussi connues que
Tétalent lo lemme d'Archimbde et 'équation d’AlmAhant, et encore en venant d’examiner
un mémoire qui o'y rapporlait, Y'anteor pouvait so dispenser de parler avec celte rigourense
exactitude qu'on mettrait & énoncer des théordmes entidrement nouvesnx,

++%) Cest-b-dire co n'est pas uns équation du genre des équations n* 10, 11, 12 du traité
&*Alkhayyami, en sorte qn'on pourvait, en la divisant par =, 1a ramener & une équation
carrée.
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paraliéles et défaillant d'un cube. Or j’ai eu besoin, pour effec-
tuer ceci (*), de résoudre antérieurement un autre probléme
a la solution duquel on parvient sans difficnlté, et que voici: »

« Etant données deux lignes AB et C (fig. 34), diviser AB
au point D, eu sorte que AD soit & C comme le carré de C
au carré de BD. Et c'est ce dont on a besoin pour résoudre
le probléme dans la solution duquel échoua Alméhiuni. »

« Mais cela n'est possible que lorsque la ligue C n'est pas
plus grande que la ligne qui peut le solide ayant pour aréte un
tiers de AB et défaillant d'un (cube qui a pour base le) carré
dont le cdté est égal adeusx tiersde AB (™), Cest-a-dire:laligne
qui peut quatre neuviemes d’un tiers du cube de AB (™). »

« Toutefois supposons que C puisse étre plus grande, ce
qui sera plus général, et considérons AB dans deux cas, en

*) Savoir, pour appliquer & une ligne donnée un parallélipipdde de volome donné et
défaillant d'un cube.

**) Lems. porte r-..s—“ &: J,_ﬁ.n Ll o J,M:La ﬁ H 15
o it st ol Ll sl Ly (sl o 5 ) sttt
o e 2B plat Gy, ! 0nse serait atteadu & trouver e oot bt
:_:Tl.ﬂs asdo L..'.Cc uasw! :.:T.La J‘ ,,_,‘Laﬂ ‘.*A—” Pour expliquer les

termes employés dansle texte, rappelons d’shord que cette construction d'an parsllélipipdde
appliqué 3 une ligne et défaillant d’un cobe est calquée sur celle d'on rectangle appliqaé A
une ligne el défuillant d"un carré, (Eucl,, V1, 28.) En effet, en désignant par ¢ ia ligue don-
née, par v ou s le volume o la surface donnés, Ia premiére construction s'exprimera par la
formule y=={l—x) 27, la secondepar la formule $== (I—2: 2, Douc, an lien de parler du solide

appliqué A la ligne ay et défaillant du cube y3, dont le

N s co0té est Py, le géomatre arabe, en faisant abslraction
[- 3 | de !a hanteur commune ys, égale au eoté du cube re-
¢ tranché, n'a en vue que la base 0, qui daps cetle con-

sim:tion est la partie essentielle de la figure , ef appelle le solide sdéfaitlant d'un carré dont
le cOté est By ». Ensuile remarquons que tandis que le solide a8 est, en effet, dans toote sa
longuenr appliqué & la ligne ay, s ligne ay n'es:ja: tout entidre appliquée au solide a3; or
Ia partie de cette ligne appliquée au solide 4. b slall, cest of, lartte du salide

1
appiiqué, et dans notre cas 3 AB.
3

3
? ——
) conditlon : € j \/(Aa—- §u)(§ AB) o ¢ f Vv ,-% iB

-
/
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nous proposant dans Fun de retrancher BD de AB, et dans
Pautre d'ajouter BD a AB, en sorte que AD soit 4 C comme le
carré de C au carré de BD. »

Voici maintenant la solution gue le géométre arabe donne
du probléeme ainsi posé, et que je ne reproduis pas textuelle-
ment, afin d’abréger.

1l fait BE==C, et construit sur BE comme base le carré BEZH.
Il décrit une parabole dont le sommet est A, Paxe AB, et le pa-
ramétre C; ensuite il fait passer par Z une Ayperbole ayant EB,
BH pour asymptotes. Les deux coniques se rencontrent néces-
sairement. Du point d'intersection T, on abaisse deux perpen-
diculaires TK, TD sur BH, BE. On aura en vertu de la parabole
1j)AD : TD=TD: C, en vertu de I'hyperbole BK : BE =
EZ:KT ou 2) TD : C=C : BD. De la combinaison de 1) et 2) il
suit AD:TD==TD:C==C:BD ou AD:C==C :BD; ¢.q.f. d.

Puis il en revient ainsi au probléme principal :

« Apres avoir résolu préalablement ce lemme, prenons AB
dans les deux cas, et proposons-nous d’appliquer 4 AB un so-
lide & cotés paraliéles, égal & un solide donné, excédant ou
défaillant d’un enbe (*). Que la ligne C soit le coté d'un cube
égal au solide donné. Dans I'un des deux cas retranchons de
AB, et dans l'autre ajoutons 4 AB une ligne BD, telle que AD
soit 4 C comme le carré de C au carré de BD.»

« (La possibilité de) cette construction n'est pas limitée
aun second cas, mais elle I’est nécessairement au premier. La
limite, c’est que la ligne C ne soit pas plus grande que la ligne
qui peut un cube égal & quatre neuviémes d’un tiers du cube
de AB, clest-a-dire le solide ayant pour aréte un tiers de AB

*} Que le volume donué soit égal au cube N An moyen du lemme on trouve AD, en sorte

que AD. §D = C; mais AD==(AB=+BD); donc AB. BD = 3D égal au volume donné; ee
qu'll s'agiesait d'obtenir.
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ct défaillant d'un (cube qui a pour base le) carré dont le
cté est égal a deux tiers de AB (*). »

« Le produit du carré de BD en AD est égal au solide acotés
paralléles, terminé par deux carrés de BD et par quatre rec-
tangles AD, BD; le produit du carré de C en C, c'est le cube
égal au solide donné. Le solide appliqué 2 AB sera dans un
cas défaillant, et dans 'autre excédant, d’'un cube dont le coté
est égal A BD. C'est ce que nous nous proposions de démon-
trer. »

Ensuite le géomeétre arabe se propose ce probleme plus gé-
néral:

Etant donné un volume V, un parallélipipéde P, et une
droite a, appliquer a cette droite un parallélipipéde égal a V,
et défaillant ou excédant d’un parallélipipéde semblable 4 P,

Tabrégerai considérablement la démonstration par laquelle
il raméne ce probléme au lemme résolu préalablement, en in-
troduisant quelques notions modernes.

Désignons par p, ¢, r, trois arétes d'un parallélipipéde abou-
tissant 4 un méme sommet , et par ¢, €, y les angles compris
entre ces trois arétes prises deux a deux; le volume de ce
parallélipipéde sera représenté par l'expression

2-9-rV 1+ acosa cos B cosy — cosat — cos 3 — cos .

Dés qu'ils’agit, commeici, de parallélipipédes semblables, a,
€, y seront constants, g et r pourront étre remplacés pari. p et
¢ p, \ etp. désignant des rapports constants, et p seul restant

) iyl gny e Jo o, RS J:L';_f_-i SRy
o by 4t OF &8 31 Csleadl oy T e 5 plas]
;—:f Lats Evidemwent 39 "',“ est upe erreur de copiste pour OJL'\”; comparer le pas-
sage du texte cité ci-dessus.
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variable, le volume d'un quelconque de ces parallélipipédes
s'exprimera par p'. k, k désignant une constante.

Maintenant déterminons p' en posant p*. &k ==V puis résol-
vons l'équation (a—z) 2’=p" (résolution donnée par lauteur
dans son lemme); ayant déterminé x, prenons sur AB (fig. 35
un segment DB ==z, et faisons le parallélipipede BR sem-
blable & P. On aura, volume de BK=2".k. Mais on voit que
BK : AK =BD: AD; donc volume de AK =(a —z)..r'.k=
p' k= V; ce qu'il sagissait d'obtenir. —

Je ne m’arréterai pas & faire remarquer comment les deux
constructions données par L'auteur de ce morceau, des équa-
tions (ABz.r)x'==C’ (en désignant BD par z), sont exactement
lesmémes que celles des équationsn® 16 et 17 par Alkhayyami.
1 suffira pour cela de jeter un coup d’eil sur les figures 20,
a1 et 34.

Mais ce sur quoi j'appelle Pattention, clest la limite énoncée
dans ce morceau relativement a la solubilité de Péquation
(AB—2)a’==C’, Cest-d-dire de P'équation &'+ a==cz’. Car il ny
a pas d'ambiguité a ceci: Iauteur déclare, avec une précision
parfaite, que le lemme d'Archiméde fut ramené par Almahint
a une équation de la forme 2’+-a==ca’, et quela résolution
de cette équation que se proposa Almihant dépend 4 son tour
du lemme résolu par 'auteur, c'est-a-dire de la construction de
P'équation (AB—z):C==C":x". La relation qui exprime la k-
mite de la solubilité d’un de ces problémes enchainés I'un a
Pautre, est donc nécessairement censée étre donnée en méme
temps pour les autres.

Or P'anteur énonce cette limite absolument comme les mo-
dernes, c.-a-d. qu’il Fexprime par la relation

C = \/;% AB ou a7a == 4’
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Apres avoir signalé ce fait, qui me parait digne d'une atten-
tion particuliére, je vais montrer comment les géometres ara-
bes pouvaient arriver a cette découverte.

Le lemme d’Archiméde avait été résolu par Eutocius (*;
sous la forme suivante : Déterminer sur une droite donnée AB
un segment BE, tel que AE soit & nne ligne donnée comme
une surface donnée au carré de BE. Puis Eutocius avait re-
marqué et démontré que le produit de la surface donnée en
la ligne donnée ne doit pas étre plus grand que le produit

AE.EB’ lorsqu'on prend BE — 2. FA.

C'est par Iheurcuse idée de substituer au produit des deux
données linéaire et superficielle, le cube d'une seule ligne
donnée, que le géométre arabe est parvenu a I'expression
moderne de cette limite.

Enfin je fais observer que ce qui dans la bouche d’Euto-
cius n'était qu'une propriété isolée d'un certain cas de géo-
métrie, se changea entre les mains des Arabes en un théo-
réme de la théorie des équations cubiques. Mais on verra dans
la note suivante que ce n’est pas méme a ceci que se borne
le parti que les mathématiciens arabes ont tiré de ce probléme
d’Eutocius, dont ils ont su comprendre toute la portée. —

Ce morceau n'est précédé d'aucune indication de son auteur,
et le texte méme n'en contient pas non plus. La démonstra-
tion se termine exactement a la fin de la derniére ligne d'une
page, et au-dessous du milieu de cette derniére ligne se trou-
vent les mots 230y 8 3=y (S0l Deo gloria), d'une écriture
plus mince que le reste. La page snivante commence ainsi :

J‘-}g' Jo ot Sl C!J..s-"-w‘ o il 830
Moy 3t 3 ) L el U] e Y,

*) Archiméde, éd. d'0xf., p. 165 sqq.
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Cest-a-dire : « La résolution de cette proposition appartient
au professeur Aboli Sahl Algodhi, que Dien lui soit favo-
rable! et moi, j’en ai communiqué un exemplaire au chaikh
Aboiil Djoid, que Dieu soit miséricordieux envers lui!
Propose & un homme d’imaginer trois nombres différents, de
sorte que le premier soit le plus grand, le second moyen, et
le troisiéme le plus petit. Ensuite, » etc.

De cette maniére on ne sait pas si c'est le probleme qui
précede ou celui qui suit qui est attribué i Alqothi. Malheu-
reusement encore il ne se trouve dans le manuscrit qu'un
fragment de ce probléeme arithmétique ou algébrique, dont
Fénoncé commence avec la troisiéme ligne, ce qui ne permet
pas de faire des conjectures sur son auteur.

Toutefois je suis porté & croire que les mots en question
se rapportentau morceau précédent; en sorte que le mérite
des découvertes dont je viens de rendre compte, appartiendrait
a Alqotihi. Ce qui me fait adopter cette opinion, c’est exac-
tement cette considération de limite, fondée sur le théoréme
d’Eutocius. Car on rencontrera dans la discussion d’un pro-
bleme qui fait 'objet de P'addition suivante, et qui appartient
indubitablement & Alqotihi, d’autres considérations de limites,
fondées également sur le théoreme d’Eutocius, et présentant
ainsi une connexion intime avec le morceau en question.

Le catalogue de la bibliothéque de Leyde (1916, fol.), o
ce morceau se trouve coté numéro 1100, porte : « Muh. Ibn
Leith note ad commentaria Mahani in secundum librum Ar-
chimedis de sphera et cylindro. »

Je ne sais pas sur guoi se fonde cette indication ; mais la
seule chose que je puisse affirmer avec certitude, ¢’est que ce
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morceau ne peut pas avoir pour autear Aboil Djoiu! Moham-
med Ben Alkith. Car on voit que les erreurs commises par ce
géométre dans la discussior: de Péquation z° + a=cr’, et
velevées par Alkhayyami (voir p. 43, 82 et83 sqq.), portent
exactement sur la limite de la solubilité, tandis que le prin-
cipal mérite du morceau en question consiste & avoir énoncé
cette limite avec justesse et élégance. Et si les deux lignes du
manuscrit discutées ci-dessus se rapportent i ce morceau, de
sorte qu'une copie en ait été communiquée (*) 4 Aboil Djoid,
certainement cela doit avoir eu lien aprés qu'il eut composé
le mémoire examiné par Alkhayyimi.

C
« Au nom de Dien clément et miséricordieux! »

« Je dis(**). Et Abot Sahl Vidjan Ben Vastem Alqoiihi est
auteur d’un mémoire qu'il composa dans le but de combler la

*) On pent aussi entendre les mots _-J} ok Lk.r&d ket ainsi : «on mena

communiqué un exemplaire portant Abotl Djolid comme nom d'auteur, » Alors cest une
contradiction d’on senl exemplaire avec I'assertion positive de la ligne précédente; et mes
arguments n'en subsistent pas moins.

**) On voit que ¢e n’est qu'une reproduction ou un extrait du traité originat d’Alqoht, En
effet, ce wmorceau , qui dans le ms. de la hibliothéque de Leyde est isolé, fait partie, dans le
ms. dela Bibliothéque nationale, d’une traduetion ou plutét d’une édition arabe du traité de la
sphidre et du cylindre d’Archiméde. Dans une courle préface , 1'antenr, qui dailleurs ne s
nomme pas, dit qu'il a fait cette édition 1° d'aprés un evemplaire de I'édition vulgaire de co
traité, mal traduit d’abord, revu et corrigé ensuite par Thabit Ben Korrah, duquel il s'est
efforcé déliminer les fautes qui s'y étaient glissées par I'ignorance du copisle; 3¢ Paprés une
traduction du commentaire d'Eutocius, faite avec soin el intelligence par lshak Ben Honain,
auguel commentaire se trouvait entremélé le texte du traité d’Archiméde. De plus, it y était
joint sépavément letexte du premier livre jusqu™ la quatorzidme proposition, traduit de
méme par Ishik. L'éditeur dit encdre avoir donné des explications qui 1ai sont propres, et
avoir mis & contribution les ouvrages d'aulres géomélres pour éelaircir les endroiis dif-
ficiles; enfin il nousavertit que le nombre des propositions do premier livre, dans I'exem-
phiredeThabit, était quarante-huit; dans celui d'Ishak, quarante-trois; et qu'ilajugé conve-
nablte de joindre & lafin du traité le livve de la mesure du cercle par Archiméde, — L'owvrage
original d'Alqotthf est mentionné dans te passage dun Qithb Alfihrist cité ci-dessus (p. 55, 1 19),

I
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lacune qui se trouve dans le second livre de I'ouvrage d'Ar-
chimeéde. 1l a dit dans ce mémoire qu'il y a la trois construc-
tions qui rentrent dans J]a méme catégorie, dont la premitre
est celle d’'un segment de sphére qui, de deux autres segments
de sphére, est égal & Pun et semblable & Pautre. La seconde,
celle d'un segment de sphére dont la surface est égale a celle
d’un autre segment de sphére, et qui est semblable & un se-
cond segment de sphére, La troisiéme, celle d’un segment de
sphére égal 4 un autre segment de sphére, et dont la surface
est égale i celle d'un second segment de sphére. Archimeéde
résolut les deux premiers problémes sans s'occuper du troi-
sitme, qui ne fut pas ajouté non plus aux deux autres par les
géometres qui lui succédérent. Ensuite il (Alqotihi) en donna
la construction et la démonstration de la maniére suivante. »
Enoncons avec un peu plus de précision et puis examinons
préalablement les trois problémes en question.

I.  Construire un segment de sphére égal en volume & un
segment de sphére donné, et semblable 4 un second seg-
ment de sphére donné. (Archim., Sph. et Cyl, I1, 6.)

11. Construire un segment de sphére égal en surface(*) 4 un
segment de sphére donné, et semblable & un second seg-
ment de sphére donné. (Archim., Sph. et Cyl., 1I, 7.)

III. Construire un segment de sphére égal en volume &4 un
segment de sphére donné, et égal en surface 2 un second
segment de sphére donné, (Alqodhi.)

Désignons le rayon de la sphére & laquelle appartient le seg-
ment qu'il s’agit de construire par r, la distance du plan cou-
pant au pdle du segment par A, on aura:

3a ) 3ac

3
- A et
I. gA'(3l'—-A)=a, § =G I \/m’ A= r (3—¢)

*) Dans la surface du segment la hase circulaire n'est pas comprise.
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A ) be
‘. pr= 2R — m— =—3 —
IL amA b, ~=¢ r P pre

HL 1) 7A'(3r—A)=a, 3)mAr=24.

a

5
3 A —JUA 4 3ab=0, §)r— om0,

b -
Posons =a', ~=4';il suit
®

Comme il faut exclure les valeurs négatives de r et de A, et

parmi les valeurs positives celles qui rendraient A>ar(*), on

trouve:

1° Que le probléme n'a de solation que tant que 6’184

2® Que lorsque 4’ =184", le segment cherché est I'hémi-
sphére (**);

3° Que pendant que 36a"'> 4> 184", on obtient deux seg-
ments, dont I'un est plus et I'autre moins grand que la
moitié de la sphére;

4° Que lorsque &=36a", il existe deux solutions dont I'une
donne une sphere entiére, 'autre un segmentdont la hau-
teur rapportée a Punité du rayon est égale 4 0,268 environ;

5° Enfin, que lorsque 4">>364a", il n’y a qu’une seule solution
et un seul segment plus petit que la moitié de la spheére.

Cet exposé rapide fait voir que le probléme que se propose

Alqothi est d'une difficulté supérieure aux deux premiers

résolus par Archiméde. Ce n’est méme que grice a la forme

particuliére des équations1) et 2), quele probléme ne conduit

*) On discute facilement les deux équations proposées sons ce dernier rapport, en y sub-
stitoaut 1 & 7, ce qui change la condition d' > 18 a'? dans § > A(3—A), et en examinant
ensuite, 4 laide du théorbme de M. Starm, le nombre des racines réelles de Péguation
A% — B8AY o}~ 98 — =0 (0} 4 > ¢ > 0) comprises dans les deux intervallesde 0 & - ( et
de -1 449, en distingosnt pour lesecond intervalle les eas 4>0>2, 1>e>0ete=2;
dans ce dernier ¢33 0n 40ra A e 647 9A = 2 == (A} o (A 2= 13} . (A—24 L7 B0

**) Les deux équations se décomposent, en ce cag, de la maniére suivante :

(A-—\/gy (A-H/W):o et (r—- \/5&‘,), (r+£v’§‘b’/=o.

[H AL R

it M
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pas & une équation du sixieme degré. Or le géometre arabe ne
résout pas seulement le probléme, mais il en discute encore les
cas particuliers tout aussi complétement qu’on vient de le faire.
Pour arriver 2 ce résultat,il s’y prend de la maniére suivante:
I construit deux cdnes tels que le premier scit égal en vo-
lume au premier segment de sphére donné, et que le second
ait pour hauteur et pour rayon de sa base une droite égaleala
droite HN, menée du pdledu second segment de sphére donné
4 un point quelconque de la circonférence de sa base(*). En
désignant les volumes de ces deux cones par C et C' respec-

tivement, on aura HN=|/%' et
b

C = a, C = mn
- . 3¢ y b .
Ensuite il prend une ligne BK =;.g+ BN==: - et une ligne

S=HN. gT:' 3a’. Avec ces données il construit deux coniques,

une hyperbole équilatére z.y=HN
et une parabole J'=(BK—x)8.
L'intersection de ces deux coniques a pour ordonnée la hau-
teur du segment qu’il s’agit de construire, et pour abscisse le
diametre de la sphére & laquelle ce segment appartient (**).
Ce qu'il y a de remarquable ici, c’est Ia construction simui-
tanée de deux équationsrenfermant deuxinconnues, par l'inter-
section de deux coniques, Mais passons 4 la discussion, bien plus
intéressante, que le géométre arabe fait des cas particuliers.

*) ©On voit aisément que 1a longueur de cette droite est constante ponrtous les segments
de sphére égaux en surface.

**) Eneffet, en éliminant alternativement 2 ef y entre les équations des deux sections
coniques, apris y avoir substitaé i BN, BK, 8 lears valeurs en o ef ¥, on aura

3 4 L&
8 §—zbytia¥=0 ¢ = put s =0.

Ces équalions, comparées aux éqnations 3) et §), monirent immédiatement que y répond &
Aefxdr
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Alqgoiilii distingue ces cas suivant les différentes valeurs que

of

peut prendre le rapport%, a savoir:
c<Va Vi G a2 C=2
€=71' 1 C<pr C>¥
ce qui équivaut &

b : 18a%, 18a"< & <36a% ¥ ; 36a".

1 démontre d’abord d’une maniére rigoureuse, par la con-
sidération de la tangente commune, quau cas du contact des

" -

deux coniqueson a g.-:-‘{-?; ensuite qu'on a généralement

cy’ (ar)’ . "
(E = AB3r—ay’ et que le dénominateur de cette derniére

expression devenant un maximum au cas du contact, puisque

alors A—nr, la valeurzlf correspondant au cas du contact

/

sera Ja valeur minimum du rapport g—, et Ja limite qu'il ne

peut pas surpasser en petitesse.
Il démontre ensuite, d’'une maniére non moins rigoureuse
et non moins purement géométrique, que tant que 4 > r, on
C' * U S N . .
aura = < _n_':_; d'ou il suit que lorsque le segment qu'il s'agit
de construire doit étre plus grand que hémispheére, le rap-

14
port donné % a pour limite supérieure -? .

.

L’auteur constate encore que lorsque le segment est plus

U
petit que Phémisphére, le rapport % n'a pas de limite supé-

rieure , et que de ce qui précéde il suit qu'aux valeurs de %——

Gty
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. 2 2
comprises entre —- et ~ peuvent correspondre des segmeuts

dans les deux moitiés de la sphere.

Mais le passage qui se rapporte a cette discussion me sem-
ble trop important pour que je puisse, malgré sa longueur,
me dispenser d’en donner la traduction textuelle,

Aprés avoir terminé l'analyse (*) du probléme, 'auteur g'ex-
prime ainsi :

« Et nous disons: Le rapport du céne de la surface au céne
du segment (**) ne peut pas étre un rapport quelconque , mais
il existe nécessairement pour lui une limite de petitesse qu'il
ne surpassera pas, et qui correspond au contact des deux sec-
tions coniques en M (fig. 36). Menons (en ce cas) la droite
OML touchant les denx sections coniques et passant par leur
point de contact. A cause de Phyperbole on aura OM égale 4
ML, comme c’est démontré dans la troisiéme proposition du
deuxiémelivre du traité des Sections Coniques (***) ; donc, parce
que DM et BO sont paralléles, LD sera égale a DB, c'est-a-dire
au diameétre de la sphére. Et parce que ML est tangente 4 la
parabole, LK sera égale 4 KD, en vertu de ce qui est démon-
tré dans la trente-troisiéme proposition du premier livre du
méme traité (****); conséquemment DK sera égale an rayon de
la sphére, et le point K coincidera avec le pointE(*****), Mais
on vient d'expliquer ci-dessus que le rapport du cone de la
surface au cone du segment est égal au rapport du rectangle

*) Dans Facception ancienne de ce mot.

**) Clest ainsi que I'auteur nomme les deux cdnes dont nous avonsdésigné les volumes
pur C &4 C respectivement.

***} Apollon., éd. d'Oxf., page 108.

+#**) Apollon., éd. Oxf., page 59.

++++%) On avait déterminéle point E en prenant sur le prolongement du diamdtre BD, &
partir do point D, un segment DE €24l au rayon.
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AB en BK au rectangle BZ en BE (*), c'est-i-dire BZ en BK,
qui est égal au rapport de AB & BZ. Le rapport de ces cones
étant égal aussi au rapport de AB & S(*), on aura BZ, clest-
a-dire DM égale a S; et le rectangle S en DK étant égal au
carré de DM (***), DK sera égale & DM, c'est-a-dire 2 BZ; d'on
il suit que BZ et pareillement AZ seront égales au rayon de
la sphére. Le rapport du céne de la surface au cdne du seg-
ment, qui est égal au rapport de AB a BZ, sera donc en ce
cas égal au rapport qui multiplié en lui-méme produit le rap-
port de deux & un, parce que le rapport de AB a BZ multi-
plié en lui-méme est égal au rapport de DB & BZ. Ce rapport,
qui multiplié en lui-méme est égal au rapport de deux & un,
est le rapport de deux & sa racine, ou le rapport de la racine
de deux & Punité. Le rapport dont il s'agit ™) ne peut donc
pas étre plus petit que cela; car le rapport do rectangle AB
en BD au rectangle BZ en ZE, qui est égal an rapport du
cdne de la surface au cone du segment (****), est composé du
rapport de AB & BZ, c'est-3-dire du rapport de DB 4 BA, et
du rapport de BD a ZE; de sorte qu'il est égal au rapport du
carré de BD au rectangle AB en ZE. Prenant BD comme hau-
teur commune, le rapport du cone de la surface au cdne du

| g - %‘%; on vérifie cela aisément au moyen des relalions proposées ci-dessus,

pego 106,

) Voyes page 108, ligne 14, et la premiére note de la méme page.

#+#) A cagse de la parabole; voir page 106 , lig. 16.
. c

++++%) Dans ce qui précéde, Pautour avait obtenu cette relation de 1a manidre snivante. En
prenant un sigment TZ tel que T2 : BZ ==(DE-}-DZ):DZ, il avait (voir Archim., Sph. etCyl.

1,3, éd. A'OXL., page 150) =3;-'rz.1"z’; @an autre o4, it avait c‘.---!;-m.ﬁ'. Mais

AT AZ'== DB : DA'==DB : DZ, done g- “T:-—:--g:; ot puisq'il avait fait TZ.D2 =

. C __AB.DB
= BL.2E, ilsuit: c=mw ¢ f.d.
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segment sera égal au rapport du cube de BD au solide ABen
ZE en BD: en méme temps, donnant aux rectangles AB en
BD, et BZ en ZE, la haunteur commune ZE, on aurale rappost
du cone de la surface au céne du segment égal au rapport du
solide AB en BD en ZE au solide ligne BZ en carré de FZ;
douc, ex equo, le rapport du cube de BD au solide ligne BZ
en carré de ZE, égal au rapport du cone de la surface au
céne du segment multiplié en lui-méme (*). Mais le solide
ligne BZ en carré de ZE est un maximum lorsque BZ est la
moitié de ZE, comme il est démontré dans ce que nous avons
rapporté (*) suivant Eutocius, & I'aide des sections coniques ;
cependant nous en donnerons plus tard une démonstration
indépendante des sections coniques. Le rapport du cube de
BD au solide ligne BZ en carré de ZE est donc un minimum
lorsque BZ est égale au rayon de la sphére; et si le conede la
surface est considéré comme invariable, le segment sera un
maximum en ce cas. »

» Relativement 2 la grandeur, le rapport dont il s'agit n’aura
pas de limite lorsque le segment est plus petit que la moitié
de la sphére. »

« Lorsque, au contraire, le segment est plus grand que la
moitié de la sphére (***), ce rapport ne peut pas étre plus grand

*) Volet 1o raisonnement de Pantenr:
C_.AB BD_ DB BD BB
€ BZ'ZET A8’ ZE " XB.ZE.ED
? ——f
et en méme temps gw--L—ni'i—l_g.E, done (g) =--&,
RZ.ZE BZ.ZE
**) Je rappelle que ce morcean fuisait partie d’une ddition arabe du traité de la sphére et
du cylindre, en sorfe qu'il avait été précédé de la cinquitme proposition du second fivre, o
du commentaire d’Entocius qui &'y rapporte, Voir la démonstration donnée par Eutocius,

&1, d'Oxf., page 168, ligne 25 du teste grec, sqq.
=
**) Sapposant BZ>r, on aura AB.BD < BD; done 1) :—;—B-zg< n—zp%i‘ en méme

—nnuny —f
BB B! BD
temps BZ.ZE > BD.DE, done 2) 7w < i'ﬁ.gﬁis=ﬁi‘ de 1) el 2) il suit §<l';—g—.—. %
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gue celui de deux a un. Car le rectangle AB en BD est plus
petit que le carré de BD; conséquemment le rapport du rec-
tangle AB en BD au rectangle BZ en ZE, sera plus petit que
le rapport du carré de BD) au rectangle BZ en ZE; Z étant (en
ce cas) plus voisin du milieu de BE que D, le rectangle BZ en
ZE sera plus grand que le rectangle BD en DE, et le rapport
du carré de BD au rectangle BZ en ZE plus petit que le rap-
port du carré de BD au rectangle B) en DE. Conséquemment
le rapport du rectangle AB en BD au rectangle BZ en ZE, c'est-
a-dire le rapport du cone de la surface au cone du segment
plus petit de beaucoup que le rapport du carré de BD au rec-
tangle BD en DE, c'est-d-dire que le rapport de BD & DE, qui
est égal au rapport de deux a un. Le rapport de deux a un

r,

- C
est donc la limite que ce rapport -C—) ne peut pas surpasser en

grandeur; et si nous considérons le céne de la surface comme
invariable, le segment sera un minimum en ce cas. »

« De ce que nous venons de dire, il résulte que le rap-
port de deux a sa racine est le minimum de tous les rapports
qui ont lieu dans la sphére entre le cone de la surface et le
cdne du segment; que les vapports compris entre lui et le
rapport de deux 4 un peuvent correspondre i des segments
dans les deux moitiés de la sphére; et que des rapports de
deux & une quantité plus petite que I'unité, aucun ne corres-
pond & Ja partie qui est plus grande que la moitié, mais qu’ils
appartiennent tous exclusivement 4 la partie qui est plus pe-
tite que la moitié. »

Cette discussion est suivie de la synthése du probiéme et
de la démonstration de la synthése. Celle-ci terminée, I'auteur
considére une seconde fois les cas particuliers; je reproduis
textuellement le passage qui contient cette seconde discussion,
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ou plutét ce résumé, dans lequel Pauteur établit parfaitement
les mémes catégories auxquelles on a été conduit ci-dessus
(pag. 105) par les méthodes modernes.

« De ce que nous avons dit, il résulte que lorsque le rap-
port mentionné (*) est plus petit que le rapport de deux
a sa racine, le probléme ne peut pas avoir de solution ; mais
lorsqu’il n'est pas plus petit que cela, la solution est possible.»

« D'abord, s'il est égal au rapport de deux 4 sa racine, les
deux sections coniques se touchent uniquement au point M;
le segment cherché est égal & la moitié de la sphére, et pas
a autre chose, et les deux points E, K deviennent identiques. »

« Lorsquiil est plus grand que le rapport de deux a sa ra-
cine, et plus petit que le rapport de deux & un, les deux sec-
tions coniques se coupent en deux points; et lorsque de ces
deux points deux perpendiculaires sont abaissées sur BK, les
deux abscisses correspondant aux deux perpendiculaires sont
justes toutes les deux, et seront diamétres de la sphére. Pour
Tune delles le segment cherché est plus petit que la moitié
dela sphere, et c’est le cas lorsque la perpendiculaire qui d¢-
termine le diamétre de la sphére est abaissée de celui des deux
points d’intersection qui est le plus éloigné dn point B le
point E en ce cas est situé en dehors de la ligne comprise
entre les deur points B et K. Relativement a l'autre, le seg-
ment sera plus grand que la moitié dela spheére, et c’est le cas
lorsque la perpendiculaire dont il s'agit est abaissée du point
d'intersection le plus voisin de B; le point E en ce cas est si-
tué entre les deux points Bet K. »

« Lorsque ce rapport est égal au rapport de deux & an, 'abs-
cisse déterminée sur BK par la perpendiculaire la plus voi-

o
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sine de B, est égale 4 AB, ct le seginent est le plus grand de tous
ceux qui existent sur la sphére, Quant i Pabscisse déterminée
par la perpendiculaire la plus éloignée, le segment cherché
de la sphére qui lui correspond est plus petit que la moitié,
et lafleche du segment est un huitiéme a peu prés du diameé-
tre de la sphére, ou plutdt plus grande (*) que cela d’une pe-
tite quantité, ce qu'on détermine i laide de listikra (**) et du
calcal. »

« Enfin lorsqu’il est plus grand que le rapport de deux a
un, la partie de BK coupée par la perpendiculaire la plus voi-
sine n'est plus juste, parce gu'elle doit représenter le diame-
trede la sphére, etque pourtant AB serait plus grande qu’elle ;
au contraire, la partie coupée par la perpendiculaire la plus
éloignée de B est seule juste & cause de cela; le segment (qui
lui correspond) sera plus petit que la moitié (de la sphére), et
sa fleche plus petite que le rayor: {**).»

«Dans tous les cas, AB sera invariable,»

Voici enfin la démonstration élémentaire du théoréeme d’Eu-
tocius, que l'auteur avait annoncée ci-dessus (pag. 110, hg 12),
et qu’il donne en effet de la maniére suivante.

Il prend sur la droite AC (fig. 37) un point B, de sorte que
AB:_—_--I-;E , et prolonge AC d'une partie CE=BC. Puis, en pre-
nant un point D situé 1° entre A et B, 2° entre B et G, il dé-
montre que dans les deux cas on aura AB.]?E&AD.T)E

Premier cas. On a AB:BC == BC:BE, donc AB.BE = BC.
Mais AB.BE > AD.DE (parce que B est plus voisin du milien
de AE que D). Conséquemment

*) Les deax manusecrils portent « plus petit, » et le mannscrit parisien, sn lien de U'"

«un huitidmes, porté sndd « un troleitme »,
) Tci ce terme me paratt indiquer des essais successifs, nue sorte d'interpolation. (Voir

1a rote de la page 10.)

++%) Les deux manuserits portent )La“ ole diamétre s, au lien de )La” —~fint ,
8
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ED.DB_ED.DB  BD _ED.DB
EDAD” i M DR TR ¢

BC
d'ont il suit
AB  ED.DB+BC _iGC

-A—I-) "‘—"‘.i:}:é?—--— —-E_:.E; (Eucl., Elém., ", 6);
donc AB.BC > AD..ﬁ-(-l', ¢. q.fd

Second cas. AB.BE = BC< AD.DE,

BD.DE BD.DE_BD . =~ BC_ _AD

BC “AD.DE " DA’ °°" DD < BB’
conséquemment

D  AB BD.DE _BD
BODE <80 ™ “HF B

d'on il suit
BC _ DA — —
o >4 ou AB.BC> AD.DC, c.q.f d.

D

Probleme résolu par Abodl Djotd Mohammed Ben Allaith R

et proposé & ce géométre par Abodl Rihin Mohammed Ben
Ahmed Albirotni (*).

Etant donnés une droite BC (fig. 38) et un point A, mener
de A 4 BC une droite AD telle qu'on ait AD.BC + BD=—=EC.
Aboiil Djoid fait WB perpendiculaire et égale i BC, et cons-
truitune parabole dont W est le sommet, WBl'axeet BC le para-
métre. Ensuite il abaisse de A sur BC une perpendiculaire AL,

et fait passer parA une hyperbole équilatore ayant son sommet
en A, son axe surle prolongement de LA et son paramétre égal

Yl Lo O} 1l Lt s ag 30t ' Jeoldht C—.-.ﬁ-" s
Sl asal o 0 c’Ls’J" ! Lol t\l" &3, Alblrotnt ramens e

prohidme la trisection de "angle ; voir p. 119, 1. 10.

-
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a 2. AL, Le pied de la perpendiculaire abaissée du point d’in-
tersection Z des deux coniques, sera le point D qu'il s'agit de
déterminer.

Je ne reproduis pas les raisonnements de 'auteur, qui n'of-
frent rien de particuliérement remarquable, et je me borne &
vérifier le résultat énoncé.

Désignons AL, CL, BC par a, &, ¢ respectivement; prenant
C pour origine des coordonnées, I'équation de la parabole
sera (c—xj'==¢. (c—y), celle de hyperbole g —(2—b) =d’.
Mais cefte derniére équation exprime que AD=y, de sorte
quen vertu de Péquation de la parabole on aura BD ==
BC(BC—AD), ce quil s'agissait d’obtenir.

T'observe encore que I'auteur démontre: 1° que si les deux
coniques se rencontrent en deux points, les deux perpendi-
culaires abaissées des denx points d'intersection déterminent
sur BC deux points satisfaisant tous les deux & la condition
proposée; 2° qu'il peut arriver que de toutes les lignes plus
petites que BC(¥) et menées de A 2 BC, aucune ne satisfasse
4 la condition voulue, et que c’est le cas lorsqae les deux sec-
tions coniques ne se rencontrent pas, parce qu'alors on aura

AD.BC+ BD'>BC'.

Solution anonyme du probléme suivant, dont l'auteur dit
que « depuis un certain temps les algébristes et les géométres
se sont proposé mutuellement ce probléme, sans que ni les
uns ni les autres en aient donné une solution satisfaisante. »

Construire un trapéze ABCD (fig. 39) de telle sorte que
chacun des cotés AB, AD, BC soit égal a 10, et que laire dela
figure soit égale a go.

L’autenr montre expressément que ce probleme dépend

*) L'équation de la parabole montre immédiatement qu’il doit &tre y < ¢ ou AD < BC.
8.
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d'une équation du quatriéme degré; il prend pour cet effet
DK=a (AK étant la perpendiculaire abaissée de A sur
le prolongement de CD3, d'oir il suit (AB—ux).AK=go,
donc (AB—zx)" . IK‘=90'; mais AB==10 et AK==10"' — 2
conséquemment (10—z)’.(100—z")=8100 ou 2' + 2000x=
202+ 1goo ().

Puis il construit le probléme de la maniére suivante. Il prend
AB=10, et fait EB perpendiculaire 4 AB et égale & 2 AB (*);

ayant complété le rectangie BZ, il fait passer par E une Ayper
bale ayantBA, AZ pour asymptotes. Un cercle décrit du centre
B etdu rayon BA coupera I’hyperbole, parce que AB>>BE. Me-
nons la droite BC==AB, et construisons un angle BAD=—ABC
en faisant AD=BC. Alors ABCD sera le trapéze demandé (***).

En effet, en abaissant la perpendiculaire CL sur AB on aura
triangle CBL égal et semblable & triangle ADK, donc ABCD ==

ALCK; mais en vertu de Fhyperbole on a ALCK —ABEZ, donc
ABCD=—=ABEZ ==AB.EB=:qo.

¢ . - .
) aaS gpde Jam jast Ll JU JUT Jle Jil5y e 131,
JA‘; ab caé_, w",

**) C'est-a-dire on prendra BE égals an rapport de l'aire donnée 3 Ia draite donnde.
) Désignant la longnenr de AB par a, Faire donnde par §%, Péquation qu'il aagit de
eonstroire sera 2¢ — 202° 4 202 — 6* - &' == 0 0u (8 —2)? (@*~ 2*) == b'. Prenant B

pour origine des coordonnées, T’quation de I'hyperbole sera (G- )y == 3%, celle du cercle
23 y* = 4*; ces deux courhes construisent done, en affet, lo probiéme.
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E

TRAITE DE LA TRISECTION DE L'ANGLE RECTILIGNE,
PAR

Abott Satd Ahmed Ben Mohammed Ben Abd Aldjalil Alsidjst (*).

L’auteur commence par une dédicace de quelques lignes;
ensuite il dit:

« Malgré le désir ardent qui animait les anciens a résoudre
ce probléme, et malgré le grand nombre de ceux qui F'abor-
dérent d’une maniére persévérante, aucun d’eux n’y a réussi,
jusqu'a ce que dans les jours d'Almamoiin, le commandeur
des croyants, il fut résolu par Thibit Ben Korrah Albarrini
et ensuite par Abots Sahl Alqodhi (**). Et rien de ce qui se rap-
portdt A ce probléme ne fut résolu par aucun ni des an-

*) Voir le Loubb Allouddd, éd. deVeth., vel. I, page {[*}". — La Biblist béque nationale
posséde un manuserit orif presque entiérement de la main de ce géométred Chtrdz, pendant
12 cours de F'annde 358 de 'hégire , ainsi que Pattestent les post-seriptum ajoutds ala fin de

plusieurs des morceanx qui composent ce manuscrit.
+) On sait qu'il se trouve dans les collections mathématiques de Pappus (voir liv, 1v,

prop. 31 & 34, ef particulitrement la remargue introducloire, fol. 61, 1. de I'éd. de Venise
de 1589) deux solutions de la trisection de Fangle. L'angle BAD (fig. 40) étant celul qufl
#'agit de diviser, Ia premidre solation consiste & compléter le rectangle DF, & faire passer
par D ane hyperbole ayant AF, FB pour asymptotes, & couper cetle hiyperbole par un cercle
déerit dn centre D et d’on rayoh égal au double de AB, el & mener AC paralidle & la droite

qui joint D su point dintersection du cercle et de I'iyperbols. On aura angle DAC z% DAB.

L'autre solution consiste & combiner Phyperbole dans Jaquelle le rapport du paramétre an
grand axe est égal & 3, avec un cercle ayant pour corde la distance de Pun des foyers au
sommet de la branche opposée, et davs lequel cette distance sous-lend un angle & la circon-
férence égal & celul qu'll s’git de diviser, L'arc de cercle compris entre ledit foyer et le point
d'intersection des denx conrbes sous-tend un angle A la circonférence qui est le tiers de

Pangle donné.
La premidre de ces deux solutions ressemble parfaiternent & ce que auteut rapporte de

celle qu'it attribue & Thabit Ben Korrah, auquel, ainsi qu'a son maltre Mohammed Ben
Motea Ben Chiqir, les ouvrages des mathémaliciens grecs n'élaient rien moins qu'inconnus.

Clest done A ceux-oi que Thabit pourrait avoir empruntd si solution,
Quol qu'il en soit, on nest du moins nollement en dreit de sonpeonner la bonne fui de

Panteur du teaité actuel en ce qu’il dit dans cet avant-propos ; d'autant moins que, plus bas,
il attribue expressément une des solutions qu'il ébumdre anx aanciens s, c'esta-dire amx
Grecs, et que les solutions qu'il donne comime siennes sont, en effet, originsles, et entidre-

ment indépendantes de celles proposées par Pappus,



-~ 118

ciens ni des modernes, a I'exception de ces deux géometres.»

« Or moi, je l'ai résolu d’'une maniére plus élégaute, jen ai
donné une démonstration plus évidente et une construction
plus facile et plus immédiate ; de sorte qu'on est en état de ré-
soudre une suite de propositions, chacune desquelles peut étre
ramenée a la trisection d’'un angle, et dont aucun des anciens
pavait réussi A Sonner des solutions fondées sur des démons-
trations géométriques.Tout cela,je I'airéuni dans ce morceau...»

«Commengons donc par les propositions que les anciens et
les modernes ont ramenées, au moyen de la méthode de P'ana-
lyse, a la trisection d’un angle rectiligne. Puis faisons suivre
la démonstration de ce que moi seul j'ai réussi & découvrir.
Enfin démontrons chacune de ces propesitions. »

Proposition de Thdbit Ben Korrak Alharrdnt.

Que Pangle donné seit DAB (fig. 40). Menons d'un point
quelconque B d'un de ses cotés, BD perpendiculaire & AD et
BC paralléle 2 AD, puis menons de A une transversale AEC en
sorte que CE==2.AB, on aura angle DAC= %DAB.

Proposition d Aboit Sahl Algotht.

Que Pangle donné soit CBE (fig. 41). Prenons sur le pro-
longement du cdté EB deux points A, D, et sur 'autre c6té un
point C, en sorte que

1) AD=0C, 2) AB: BC=BC:BD.
Menant BP paralléle 2 DC, onaura angle CBP-:_.-% CBE.

Proposition & Abodl Hagan Alchamst Atharaw! (*).

Que l'angle donné¢ soit ABC (fig. 43); construisons le triangle

gy

*) Vair Casiri, vol. I, page §26.
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isocéle ABC et abaissons sur sa base la perpendiculaire AZ;
menons de C la transversale CED en sorte que ED = DB, oun

aura angle EBC :—-:i ABC.

Propositions proposées par Abodl Rthdn (Albtroint).

Premiére. Mener dans le triangle isocéle ABC (fig. 43) une
droite AD, de sorte qu'en faisant AE= AD et menant ED on ait

AB:BD=AD:DE, ce qui revient  faire angle BAD=5 BAC(*).

Seconde (**). Etant donnés un cercle et une corde AB(fig. 44),
mener un rayon EDC, de sorte qu'on ait AC==AD.

Troisidme. Etant donné un angle ABC (fig. 45) et sur ses
deux cotés deux segments égaux BA, BC, mener deC une droite
CD telle qu'on ait CD.AB +BD==AB. Cela revient 4 la tri-
section de 'angle complémentaire HBC, car en prolongeant HB
et CD jusqua leur point dintersection T on aura angle

HTC= 3 HBC ().

Proposition d Aboit Hamid Alsagdnt (***).
Prenons un segment de cercle ABC (fig. 46) contenant le-
supplément de Pangle qu'il s'agit de diviser, et déterminons
sur la circonférence de ce segment un point B et sur le pro-

longement de CA un point D en sorte qu'on ait BC=BD,

AB=—=AD. On aura angle ACB= i CBE.

*) On le démontre en faisant passer par E une droite paraliéle & BC, et par £, D et le point
dintarsection de cette parallble avec AC, uns circonférence de cercle déerite du centre A.

o Ltans sboud! 830 Texs® o « st une snite immédiat do la premidre .
+) Ona (Buclide, Eléments, f1, 5) AB == DB -+ AD.DZ = DB -+ CD.DE; mais on avaih

fait ‘AB == DB -} CD.AB, donc DE == AB==BE, el conséquemment TE==BE.
w4y yoir Casiri, vol. 1, page 410,
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Proposition résolue par un des anciens au moyen de la régle et

de la géométrie mobile, mais que nous devons résoudre au
moyen de la géométrie fize.

Etant donnés un cercle et Vangle au centre ACD (fig. 47),

mener de D une transversale DHZ coupant le prolongement

du diameétre ACB au point Z, de sorte que HZ =AC. On aura

angle DZA =3DCA (*).

Proposition résolue par nous.
Ayant mené dans un demi-cercle une corde BC (fig. 48) ren-
fermant avec le diamétre BA Fangle qu'il s'agit de diviser,
mener un rayon DE tel qu'en faisant EZ paralléle 4 BC on ait

BZ.ZD = ZE. On aura angle ABE==3 ABC (*').

Proposttion que Jai découverte, et au moyen de laquelle jai
démontré les autres propositions mentionnées.

Etant donné 'angle KCD (fig. 4g), prenons sur les cotés de
I'angle supplémentaire des segments éganx CD, CA, et menons
de D une droite DE, de sorte qu’on ait

1) DE.EC + EC=0CD.
Décrivant un cercle du centre C et du rayon CA, on aura
CD'== AC==EC + AE.EK ==EC -+ DE.EM; mais on avait
fait CD == EC + DE.EC, donc EC=EM; d'ot: il suit im~
médiatement que les angles M on D sont chacun un tiers de
P'angle donné KCD.

*) Le procédé dela «géométrie mobiles consiste & faire pivoter autour du paint D une
régle divisée en parties aliquotes du rayon, jusqu's ce que lo nombire des parties interceptées
enire la circonférence du cercle et le prolongement de AB soit égal au nombire de ces parties
qui eorrespond A la longuear du rayon. Comparer Archiméde, Letmes, prop, 8, éd. d’Oxf.
P- 358, — Cette proposition est essentiellement la méme gue la troisitme &' Albirotnd.

) Clest absoloment lo méme chose que la propasition d'Alqodht.
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Voici maintenant le procédé employé par Pauteur pour ob-
tenir la relation 1). Il dit:

« Construisons une hyperbole (fig. 50) ayant son sommet au
point C, équilatére, dont le grand axe soit égal & CA et langle
des ordonnées égal & I'angle C, conformément & la..... proposi-
tion du premier livre des Coniques d’Apollonius (*). Ce sera la
courbe BC. Faisons BC==CD (**j et DE paralléle & BC.Je dis

qu'on anra DE.EC + FC=CD.»

«Démonstration. Menons!’ordonnée BZ,onaura AZ.ZC =ZB.
Mais AZ.ZC == AC.CZ + CZ == BC.CZ+ CZ; donc BC.CZ+
+ CZ=BZ. Or les triangles BCZ et DEC étant semblables,
leurs cdtés seront proportionnels, de sorte que DE.EC+ EC
est 3 DG comme BC.CZ + CZ & BZ. Mais alors DE.EC + EC

sera égal & CD, ce qu'il sagissait de démontrer. »

Voici maintenant comment l'auteur raméne effectivement
a cette proposition toutes les précédentes :

1. Troisiéme proposition d’ Aboil Rthdn.

Aprés avoir fait EM=—EC (fig. 51), menons de M au prolon-
gement du diamétre une droite MZ égale au rayon, et menons
ZD, TC. On aura triangle DCM égal et semblable & triangle
CMZ; donc MC paralléle 2 ZD, et angle MZD== angle CDZ
==angle CI'D, conséquemment aussi MZ paralléle a CT, donc
ZT == MC= CT, de sorte que dans le triangle rectangle ZCL
on aura ZT=—=TC=1L; mais c'est 4 cela que se ramenait
cette proposition d’Albiroini (voir lanote & cette proposition).

a. Proposition de Thdbit.

Apreés avoir fait EM==EC (fig. 51), menonsde D une droite

*) La proposition don il 8'agit, et dont le nombre est laissé en blane dans le manuscrit,

est la cinquante-troisibme, édition 4'0xf., page 91.
) cela revient & combiner avec Phyperbole un cercle déorit du centre C et'du rayonub.
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DLYZ paralléle a MC; de ce qui précede il suit qu'on aura
LZ ==2.DC; mais c’est & quoi se ramenait, dans la proposition
de Thabit, la trisection de Pangle CDN.

3. Seconde proposition & Aboiil Rthdn.

Apres avoir fait EM==EC (fig. 51), qu'on meéne le diamétre
MCF et les cordes DQK, FK. On aura angle FKD == angle
DMF = angle ECM = angle KCF; angle QFK == angle KFC;
donc triangle FKQ semblable a triangle FCK. Mais c'est  cela
que se ramenait cette proposition.

4. Premiére proposition & 4boul Rthdn.

Clest-a-dire mener dans le triangle isocele DCK (fig. 51)
une droite CQ telle, qu'en faisant CX ==CQ on ait CK : KQ
= CQ : QX, De la similitude des triangles FKQ, FCK il suit
KQ=KF, de sorte qu’en menant QX paralléle 4 KF, on aura
CQ:QX=CF:FK =CK : KQ.

8. Proposition & dlchamst.

Pour mener duns le triangle isocéle CFK (fig. 52) la trans-
versale FQZN, de sorte que ZQ=ZK, décrivons un cercle du
centre C et du rayon CF, prolongeons les rayons KC, FC jus-
qua A et D, et faisons EM = EC; de M menons le diamétre
MN, on aura obtenu le point N qu’il g'agissait de déterminer.
En effet, en comparant les différents angles & la circonférence
et au centre, on trouve aisément qu'on a ZKQ==DFN ==a.NFK;
mais aussi ZQK =2.NFK, donc ZQ=ZK, ce qu'il s'agissait
d’obtenir.

6. Proposition & Algodht.

Faisons KCD (fig. 53) égal & Pangle donné; puis faisons
EM =—=EC, et menons CS paralléle A MD et SO paralléle 2 DC.

On avait CD==DE.EC + EC, conséquemment 08==5C.CO
+ CO=1A0.CO; donc AO: 0S =08 : CO, ce qu'il s'agissait
d'obtenir.,

(o)
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9. Proposition & Alsagdni.

Exécutons d’abord la construction de la figure 4g, en pre-
nant KCD égal a Pangle donné; ensuite faisons dans le segment
donné (fig. 46) Vangle ACB égal 4 I'angle EDC de la figure
49, et prenons BD == BC. On aura alors AB==AD, parce que
les triangles BCD, DAB de la figure 46 seront semblables aux
triangles CDM, MEC de la figure 49.

Démonstration de la premiére des propositions & Aboitl Rthdn
d'une autre maniére singuliére de notre invention.

« L'augle aigu ABC (fig. 54) étant donné, dont le c6té BC
est prolongé indéfiniment, mener une droite telle que AC, de
sorte que, si I'on méne CD de maniére 4 faire AD=—=AC, on

_ aitAB: BC=AC :CD.»

« Construisons une hyperbole ayant son sommet au point
B, son grand axe égal a BA, équilatére, et ayant I'angle des
ordonnées égal & I'angle B. Ce sera la conique BE. Puis dé-
crivons du centre A et du rayon AB un arc de cercle BE'. Il
coupera nécessairement ’hyperbole; que ce soit au point E' ().
La droite qui joint A et E' coupera 'autre coté de I'angle au
point C qu’il s'agissait de trouver. »

« Démonstration. En faisant AD=—AC et menant DE parallele
4 BC, on aura AB: BC=BC: BD (**), et angle B—angle B;

*) A partir d'icl, je me suis permis quelques pefits changements poar abréger, parce que
Panteur, pour &tre plus explicite, aprés avoir construit la combinaison de Fhyperbole et do
cercle, avait considéré, dans une seconde figure i part, les relations qui ont lien dans le
triangle ABC. .

*) En effet, on a ED == AD'.D'S (Apollon., I, 53) et CB parallile & I, CD paralldled
E'B, done BC = AB.BD. — Lecercleet I'hyperbole de cette résolution, que Fauteur qualifie
de singulire (a3 45), sontabsolument les mémes que cenx Je ¢a solution précédente.
Seulement 1"anteur considire ici Mintersection du cerde avec Pautre branche de Fhyperbole.
Qu'on ne se hite pas de lui en faire un reproche; on serait avssitot foreé d'en faire un non
molns graved Pappus, qui, & Poccasion du méme probléme, dans la seconde partie de la
trente-quatiidme proposition da quatridme livre, donne comme un &lew; une construction
qui en réalité est absolument la méme que celle qui la précéde.
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donc triangle ABC semblable 4 triangle CBD, et angle BAC =
angle BCD == angle EDC; en méme temps angle DCA == angle
ECD; donc triangle DAC semblable & triangle EDC, consé-
quemment DE==DC, donc AB:BC==AD:DE==AC:CD,
e.q.fdo»

Ici l'auteur termine son traité; mais, en guise d’appendice,
il y ajoute encore la discussion des cinq problémes suivants,
proposés par Albirotini comme pouvant également étre ra-
menés & la trisection de l'angle.

1. Etant donné le triangle isocéle ABC (fig. 55), douner a
AB un prolongement BD tel que, faisant angle ECD = angle
EDC, on ait AE.EB == AB.BD.

2. Supposons un trapéze ABCD (fig. 56) dans lequel AB
soit paralléle 4 CD, AC=BD, DE==DB, CD : BD==AB: AE,
Etant connus le c6té CD et les angles du trapéze, trouver les
cotés AB, BD, AC.

3. Etant donné le triangle isocéle ABC (fig. 57), couper le
prolongement de la perpendiculaire & la base par une trans-
versale EZH telle que BZ —ZE et HZ = ZC.

h. Btant donué le triangle isocéle ABC (fig. 58) et la per-
pendiculaire i Ia base AD, mener une transversale BZE, de
sorte que BZ — EC.

5. Le triangle ABC {fig. 59) dont I'angle B est un angle droit,
et daus lequel on a joint le sommet B au point milieu D de la
base, étant connu d'espéce, mener de C une ligne CZE telle
que BZ: CE=—=BD : AC.

Lauteur résout tous ces problémes au moyen du lemme
suivant : Construire sur une base donnée un triangle tel que
P'un de ses angles soit le double de I'autre, et quela somme
de ces deux angles soit égale 4 un angle donné.

Il résout ce second lemme au moyen de celui qui lui avait
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servi pour la solution de toutes les propositions qui faisaient
Pobjet de la partie principale de son traité. En effet, en pre-
nant (fig. 49} CK égale & la base donnée et angle KCD égal a
Fangle donné, qu'on fasse EM =EC. Dans le triangle CDE
décrit sur la base donnée CD, on aura angle CED =2 .angle
CDE, et la somme CED-+CDE égale i Pangle donné, ce qu'il
s'agissait d’obtenir.
Y'abandonne aux amateurs le plaisir de trouver eus-mémes
la solution des cing problémes d’Albiroiini, ce qui sera d’au-
tant plus facile, que je viens d’en indiquer le moyen.

A ce traité de la trisection de 1’angle je vais joindre encore
un cas particulier de ce probléme, dans lequel il sera intéres-
sant de constater que les Arabes ont reconnu qu'il dépend
d'une équation du troisi¢me degré.

En effet, la troisiéme d’une suite de questions proposées par
Albirotini 4 Aboill Djoid, et dont jai fait connaitre la premiére
dans Paddition I, est congue de la maniére suivante : « Pour-
quoi nous avons dit, dans la septidme proposition du septieme
chapitre du quatriéme livre de notre traité de géométrie, qu’au
moyen de cette proposition (*) on peut construire algébri-
quement F'ennéagone. »

Dans sa réponse Abotil Djotid considére la corde AB (fig. 60)
qui sous-tend la neuviéme partie de la circonférence d'un
cercle circonscrit au triangle isocéle ABC. Il prend AD—AB,
ED=AD, EZ=ED. En considérant les angles aux bases des
différents triangles isocéles ainsi formés, ontrouve CZ=AB(*"

*) L'autenr dit, & la fin de sa réponse, que cette proposition contenait la constraction de
Téquation : « des racines sont égales & un cabe plus un nombre .

(]
**) Généralement, si F'on prend angle ACB = 222 étant un nambre entier 4 la forme

4m < 1, o arrivera toujours su sommet de Pangle en placant ainsi la corde sous-tendante
successivement m fois entre les deux cOtés de I'angle.
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et EA == AB. Abaissant les perpendiculaires AT, ZK, on aura
CZ: CK ==CA : CT, donc CZ : CE =:CA : 2.CT; conséquem-
ment CZ : (CZ + CE) == CA : (CA + 2.CT) ou AB : (EA +CE)
=CA :(CB+ {CB +CD}|), c'est-a-dire AB:CA = CA: (€D +
2.CB). Arrivé I, le géomeétre arabe pose AC==1 et AB=2z, et
obtient ainsi z.(CD+2)==1; mais dela similitude des triangles
ABC, BDA il suit AC.BD=AB; donc BD==2z?, et CD==1—2,
ce qui, substitué dans I'équation qu’on vient d’obtenir, donne
2 p= 3&'(‘)

Pour constraire le coté de Pheptagone inscrit an cercle (**), les Arabes employalent des
considérations tout A fait analogues & celles qui précédent.

Yen trouve Pexposé dans une réponse anonyme & la qrestion suivante, proposée par Abots
Beqr Mohammed Ben Yakotd Alchams! : Déterminer dans un triangle rectangle le rapport
d'une cathéle A Fautre, Pangle opposé i la premidre des deux cathites étant donué.

L'autear fsit observer d’abord qu'on peut résoudre ce probidme approximativement, au
moyen de 18 table des cordes.

Ensaite il détermine les valeava exactes du rapport mentionnd, en falsant i'angle conun
successivement égal anx différents sous-multiples d'un avgle droit.

Déaignant par B le sommet de 'angle drolt, par € le sommet de Pangle connu a, et le trofs
sitme sommet par &, le géométre arabe trouve :

Ponra::i-’:: AB:BC==1 {1 AB:AC = 1 : V2
ponn:% AB:BC=1: V3

pwru:g AB:BC=1:(t V3 AB:AC=1: l§-+V%3)
Pourc:%o.— AB:BC =13 (5 4+ V30) AB:AC=1: (14 V3E)
voura=°-a9-' AB:BC=1:{24V3) aBiac =1:0VE+V3)
Poor « =% il démontre que le rapport du cars de AD ==3AB{ wn caré du

*) Cest ce que deviant, en effet, Péquation 4 (sing v)® - sinp == 3sin } v pour v =30°,
lorsqu’on pose %==12 (sin} v). ’

) L'équation que je déduis ci-dessous (p. 127, lig. 13 en rem.) des relations données par
le géombire arabe, est iaméme que celle A laquelle Vidte raméne celte construction; en méme
temps Vidte se sert, pour arriver & cette équation, de considérations tris-sembishies & celles
du géombtre arabe. Voir Francisci Vietze opera mathematica, in unum volomen congesta,
operd et studio Franciscld Schooten. Lugduni Batavorum, 1846, fol., peg. 362, protasis 1V,
Daps V'équation qui s6 trouve & ia in de cette proposition (pag. 363, lig. 14 enrem.), on
Hit, par suite d'une faute d’impression, -4~ 2N au lien de — 2N,
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diamétre A du cercle circonserit
au triangle ACD(*), est égat an
vapport (1 == V1) 1 2; queon 2

. €B.BY = AB, B+ BT ==CT;
et que, conséquemment, CB, BT et
le rapport AB : BC sont connus.

Poor a = s il divise le rayon du cercle circon-

[
serii au trisngle ACD en moyenne
et extréme raison. Alorsil ala partie
majenre = AD == { , ia partie mi-

neare = V1 1, MT = }+ V1 =AM, AB==}; donc
MB= 1} 4V T5; et, MB étant connw, BC, AB 1 BC, AC=AB
- BC; AB : AC, seront également connus.

Pour o &= 5 {] démontre, en faisant AB== BD

¢t DE==AD, que 4

AE ¢ AD == AD : AC,

m:cs=Ac:(Ac+cE).c B
Pwtuag—g il démontre que —~

AE $ AD == AD { AC = D

=z AC } (2AC -} CE).

La démonsteation dn mc:gg‘?m absolument identique avec celle que je viens de

donner ci-dessus d*aprés Abotl Djodd; ef pour la démonstration du cas a = 9-72?, Pautear se

sert également d’un procédé parfaitement analogue & celul employé par Abot! Djotd pour la
construction du ¢4té de Vennéagone.

Or, en faisant, comme ci-dessus, AC=1, AD== g, les deux relations données ponr
a== # g6 transforment dans AE == 2, ({=2%) == Z (2 —~2?); done 2% — 2222 {1 =20}
on voit done que Ia construction de Iheptagone inscrit an cercle dépend d’une équation do
troisidme degré, on de Pintersection de deax conigues.

Et en effet, dans Pintroduction de ce mémoire, Vauteur s’exprime ainsi:

« Lorsque, par exemple , on aura déterminé les deux cdiés renfermant I'angle droit dans
un triangle dont un des denx antres angles est égal A 1a septidme partie d'un angle drait, on
peut facilement construire la corde de la septidme partie de la circonférence, dont la déter-
mination n'avait pu ¢re obtenue jusqu’h nos jours, jusqu's ce qu’Abod Sehl Algodht (**) et
moi nous I'ayons construite an moyen des sections coniques. » Puis, aprés avoir terminé

la discowion du cas a = %Q_" F'auteur ajoute : « Et c'est an moyen de ceftte proposttion que
J'ai construit I'heptagone inscrit an cercle. »

*) La corde DE, qui est perpendiculaire an diamétve AM, est prise pour unité dans ce cas.
**) Comparer pag. 55, lign. 20.

AT IRIN
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ERRATA ET CORRIGENDA.

Texts anaBg. £n plusieors endroifs des letires se sont cassdes, et des points ef des filets
superposés sont tombés pendant le tirage. 11 fant y suppléer corame suit ¢ P, 13, 1 11
Jil, — p1s, a1 130N — 215, note 19 b — 27,1t ‘,,.a, -

CRTRNTTORIRN XN RN X A Rt RN S ST e AT

13 bl .32, note 5 Lo yyill — P46, Joo pag, 10 bl —

P.52,1.9 o, —=On remarquera quelquetois des b qui ressemblent & des b ; cest

qu'on ue fond que des b dont on enléve ensaife les points aves le couteau. Des traces de
ces points impartaitement enlevés, qui étaient absolnment invisibles dans les éprenves,
ont repsru dans le tirage.

Taanvcrwon. Dans la 1™ feuille, on a imprimé binome, trinome, etc., an lieu de hinOme,
trindme.

P. &1, 1. 8 en rem., au liea de BD il faut lire BD.

P. 58, 1. 6. L'ouvrage 8 traitait probablement du probléme suivant: Riant dozmés un
faisceats 3o trois droites issues d'un point B b un point B, faire passer par B une frans.
versale qui coupe les trois droites respectivement aux points A, D, G, do manidre que
te rapport AE & CD, on le rapport EC ¢ AD, soit égal & un rapport donné, Je trouve cet
ouvrage mentionné dans nn mémoire d’Abod! Djodd, ob ce glométre se propose de
compléter le travail d*Alqotht par 1a considération du cas ED : AC = consl,

P. 56,1, 22, anlleu de P et Ail faat lire 2P et 2 A,

P.75, L 13 en tem. La legon w!a..; est hoone. Le Thrfkh Athoqama aitribue &

Koot Ben Lotk 1 ggbiaeyit (LS, €8 que Catii traduit par « Do Musica
Liber ». Lo mot “”ﬁ‘:;:stéﬁdemment 1a transeription arsbe du mot persan
gyyS ut,:...,.( , que Richardson traduit par « a large public weighing-
cogine . Peut-ttre assei fautfl lire yyhur)3, mot pern que Bichardsim traduit
par « & public standard of weights or measares »,

P.n,l.s,anlhndelf)a-l\ummif)r"".
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Ms. porte lajoye (3 LJY5Y ce que ai changé dans Layge 4 N8 pour
satisfaire au métre.
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(1) ILa ¥ € — (a) 80 . A — (3 gp C.— (4) adlost A, —
(8) ¥ mangue dans A. — (5) 2113 Ls 33 Ls C. kei suit dans le Ms. C.
le passage relatif & la publication des ouvrages dAbodl-Djotd o3, tiw
J S ete. (voyez pag. P uote 14), jusqus Jia K aprés quoi e
Ms. C. se termine en ajoutant la formule }.S" ;i ‘.,-i, W s .
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L o (ol g 1 s s labil) 6 35 i e
o 3 ot oot St i gliW e i nly e 25 S

(1) »..«S)J‘ C. —(a) JJ’ 3 manque dans A, — (3) Iei le Ms. C. ajoute
J,’ Lt ete. (voyez pag. Y note 6). — (4) saus o C. ——_&5) J.A‘J
dal €.—6) yw W 6. — (1) Juss & Jamtyc—B) b A. € — (g

9 A, — (10} W,M C —(xt)La,A -— m)J.a? A G -~\13)er.’4
C. -—-(11.14.:‘)” A -5 2 C
=) Vov. Fig. 30,4
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(6) 2o Ly LS (5) 31 oy b et of 2 Jo Ll !
Y Cu,,t;‘s Sl s ) LS5 () LS5 Lo e gl ade,
0) 35 LS bl Jumiy 33 (8) e A fk“‘:":;".-
Byl BL Y By e 95 il Ty Byte O S aniye
W3yl 'O oy disels R quu ires (10) Lud y Dol «..,:
{13) WL&.‘:’)E! C)U’}K" (1a) d.‘)‘ Labioclis & 5o (11) J2o ‘J
J o s YU F b T 0 W5 e 1§ !
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(1) ol C—=(a) T LA~ (3)  sans W G () gomlyr C—(5) Au
lieu deST 8 L.:s le Ms. A, porte 3, — (6) Dans le Ms. C. tout te passage
4 partir de o) g3 Lol |y manque ici et se trouve inséré plus bas (voyes pag. o-
note 3). — (1) U)S 3C.— (8 (= A * €. —(9) 33 manque dans C,— (z0)
Sy 8l C. — (11) J.b manque dans A, — (1) @3‘ manque dans
A— (13) Lgeli3 N €' (14) (s A = C.

%) ¥oyer Fig. 1o, .
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83 e -\a’) X St ¥ e et Josbsdt i,
s do Spmanils (3) Jpdidl ts S Lty \_,L.,\n
s b s g Y el gad o Yo RAGH () e
Lﬁ‘}.\_') (6 Beg syt A o My Losﬂy L’w)” 332 (5] gees
Jia 8 3 Joalt ey o) lt
) g sl e d!u_,ls .az.st Lalaol yo 13aly b s
SNl Wl e ealst Cinddl e e s 305
() e 3 ot I Wl Sy S35 o oy gobilly o' !
=7 gy O3al) gl nSo @l s Juai b St ()i
Jor YK 13! (10) J15 puot 51 ace r\a;i,il_', Jo 155 ol Ll (g) b
B el Y 1l s 5 o oy B e 7 (00) s LS
CL‘U‘)“’, ra!.ﬂ"»l.a, U'WJ’%M'}L’KAL&L’MJ
éw}uu@wwfu'f)fswwa&u&cd!a‘ﬂ
Jete 33 Jaesd Lt ailayy uabline 13155855 ot (ra) et 59 st’,
SN il Jabs 8 00 (W/PO O P _,9)1(14).).@,
bl e ey 35 Bty o 320 sl 135 01 51 i,
La._: Y u:‘-‘.u‘%‘“’ u@ cLsJLa (15) Bausct! o..:._,‘jl'..m st
5 oyt by 5he oV hsy 5 do 3V 03t il (16) i

(x) Ces mots & partir de Lis. manquent dans C. — (a))Ls-‘i C. — (3
Ce passage & partir de )..ﬂ manque dans C. — (4) u.)‘..s_“ manque dans
C. — (5) o C. -(6)u,,=’!.x byt~ () gl —(8) siac.
- (g} Lx’,(a — (10} J'5 manque dans C. —-—(u) 25 A Co—(13) as?)
C.—(13) YUsK €. —(34) Joakeiy C. _-(:s)L@H €. —(16) sgos man-
que dans C.

(*) Voyez Fig. 3o. — (**) Vayex Fig. 30, ..
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e E b adiie e 1 L e g U ¢ Lekitye
Wall Dt SVl e e o plet 23} golidl St
2y Dhoslyy W e Sty W il 25 4 (cr) Logublid !
Jo i 3 sl 5 6 Geali Vo) S gty S50y
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G by 1 et b il 8 1 Bty ot il
Of ot (18) Ylotadt L s (14) Jolid N SyS3 L3l Lt
LR CPWRY L FEL Y Sley gt s Lol B30 Jla > d Sl

pag. of lign. 5;, y suit immédiatement aprés les mots a:lc ‘50;-’ ..\5“
[+ s8] il do Rolraft Jolutt * ¢t précéde cet antre réeit.
= (1) Le Ms. A, porte Lo 2 la fin d'une ligne et au commencement de la
suivante 65—'!; le Ms. C. porte J:‘L:" sams 6. -~ (2) 3¢ manque dans

€. —(3) B} sy ) manque dans A. — (4) Jusdoas C.— (8) yedy C. — (6)
Byt A il € — () 301 € — (8) Lygiams A, Legtpmpas €. —
{9) L@Jb'w. 295 A, — (0]l A — (11) U—;.a.LJJ‘ U"l""",“ } Ujdt'.

Lpblied ot € — (14) el € = (13) Ly sl wﬁc._ (,‘;;
JJ'LJ'LJ‘ C. — (1) L"J‘...JJ‘(:. — ks \’l; UK

e T M
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(8) giybes 1l () O el sia o Bl) _sliall yeed
ol s B L glam By Liingds oo g (S0 Y Lt Lo
Pl Lpiony (6) Loty g Uiios phe B giisd (5) !
o Lo lal) ZI) LS s g oIl ol Lsany 1,310
(8) C’J' F 4 ) W oLy ) iladt elase s he
Loslil S movens ol ol 2 iphes byl Ll
gl Jolid? g ystty paptoy Wil il Ll wl g
St (9) eI ) sl s TSI o9 ed
e (01,8 ) 00 ey Tom Loy 0 b yp i
Bl Sloatllsda Jo g8y b Csliod e WL gaill
it 3y o Biledl & (1) 2505wkl 385 23 @ O (01,
ol W gl ais (13)e & yewadall o Solaadl JiLudl p o ke
(1) vl W) o by L W puls Lol ada i

(1) ol A — (a) sy C.— ) iy ¢:~” C.— (&) I A
ey saalc —(8) wgdl A il e — (6 L)k €. —(9) Ce pas-
sage & partir de &J1,xl} manque dans €. — (8) by)c. —(g) slte —
(10) M A, ygilady B €. — (11) S8 A, ST C. — (12) i3y A, 5y,
C.—(13) s _g* manque dans C. —(14) Ce passage & partir de Jib se trouve
dans le Ms. C. plus haut, ety est concu d’une maniére un peu différente
(voyez pag. ¢ note 1). De méme toute la suite, jusqu’a la fin de l'ovvrage,
est différemment arrangée dans le Ms, C. Le récit relatif a la publication des
découvertes d'Abodl-Djoid qui suit ici (A partir des mots 334 i ete. jus-
qu'aux mots Jla Kd Pag. ©A lign. 6}, s’y trouve transposé A Ia fin de
Touvrage, tandis que Fexposition des erveurs commises par ce glométee

Haaly u\'\-é Sass ele. pay, £A lign, 7, jusquta S PP S NBE S
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(v) Ldls by €. — () I»:...J‘ C. — (3} izt manque dans A. —{4) A
— °5) A r.‘.n c —6) Jls dv>,) manque dans A. — (7) ylja
€. — (8) 4 manque dans C, — (9) gy C.~—(10) Lamlizs €, —~(11) =ty
C. o~ (12" < A J *ya €. —(13) k"‘ manque dauns C, — (r4) JL-,
Co— (1§} c}'u'-ﬂ C. —- (16 »._.Axﬂs A — g C.LA! C.—(18) \ 4 manque
dans €. — (1g’ ;.:5'\..4‘. C. —(10) 1:_:)‘ C.—{a1) wa‘)» mangue dans A.
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(1) J,.Lg' % L‘.’ C. —(a} »_.of manque jci dans C. et sy trouve ajouté
aprés amedd.— (3) Lits manque dans €.— (4) loggaal €—(5) Aoy A 22y
€. —(6) abul IV A7) 530 € — (8) mypan A —(g) B3 €. — (10]
.‘_*.& G — (11) I g A Ja g3 C = (12) J,u &K sans <SG —~ (13
Lls A — (18) bl A — (15) 2 €. — 116 o A — (17) gt Al
‘.:4..3 C;—-(xS\ RICR 45y manque dans A, — (1g) aala) L@bg;eflj —_
20} s AL
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(v) Ll . = 2] LaS manque dans A, — (3) A Baja A asd, o G
— (4] oSt} sans s €. - (5) 323 A —(6) Bed C.—(7) aa bty
2ty €= (8) i €. — () Byas A Gy C— (10) daly, AL G —

(1) daly € (19) o — (13 y3a Lojns Jlo s A1) sSd
;‘_,-:‘.L.ﬂ Ju‘ manque dans €. — il ! J).‘-.x. st
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(1) Tci le Ms. C. ajoute le passage suivant §0» s k’)‘ L c)l'“ ois
m_t.,.‘a\ oy ae sl._...,imﬂi 'J.s U’"‘-‘L"' JL-':'.“ vﬂ.)ula UL...)"
ket 53 o LS d"-’ voyez pag, Y note 14, — (2) ‘5':" A.—(3)
datl LS manque dans A. — (§)  tomnd! €. — (5) Ty &')KL')‘ C.
= (654 — (1) gwilC.—(8) LS A —(g) o=l €. — (10) Le Ms,
A.porte 3=l o JUI e \"«-l—ﬁ!‘:)a.-—- (33) Le Ms, A. porte ¥

evidemment par suite d'une méprise, au lieu du chiffreV. — (v3) 13} sans sC.
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(1) Ce passage & partiv de [N a.sl.&.':')', mauque dans C. «— (2) Ces mots
3 partir de A)},»! manquent dans A. —73}§2c manque dans C.— (§) o2 C.
—@ e —@®sc.— () ob A — 8 S —(g) s, C.
— (10} \_9'L.:m‘ &n C.
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(*) Vovez Fig. 29. —(**) Yoyez Fig. 29, «.
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