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PRÉFACE.

Il y a plus d'un siècle que l'algèbre d'Atkhayyâm! fixa pour la première
fois l'attention d'un savant mathématicien.

En iït2, G<'w~ ifeerMa)! publia à Leyde son a .Sp~mett calculi

/?M.Kt'o~< a précédé d'une préface dans laquelle te célèbre auteur es-

quisse rapidement, mais avec érudition et élégance, le développement
successif du calcul analytique. En parlant des progrès que les Arabes
avaient fait taire à cette branche des mathématiques, il cite (*) un manu-

scrit arabe du traité d'Atkhayy&m!, légué par Warner à la bibliothèque
de Leyde. Il conjecture que ce manuscrit pourrait bien contenir la ré-

solution algébrique des équations cubiques. Cela n'est pas; car on

verra dans la suite que les découvertes d'A)khayyâmî, quelque ingé-
nieuses qu'elles soient, n'ont rien de commun avec celles des algébristes
italiens du seizième siècle. Il est vrai que le titre du manuscrit arabe, tel

que le donne le catalogue de la bibliothèque de Leyde, pouvait faire

croire le contraire.
En effet, on retrouve ta penséede Meerman chezJVoM~e/o~"), le savant

historien des mathématiques; puis chez .M. Carh;, auteur d'une disser-

tation latine sur les traducteurs et commentateurs arabes d'Euclide, pu-
bliée en ~823.

Personne cependant n'avait encorepensé àexaminer ce traité, signalé ainsi
&l'attention des géomètreset des orientalistes, lorsque M.L.-Am. Sédillot

annonça dans le AoMpe<M<Journal asiatique (*) qu'il avait découvert, dans

un manuscrit arabe de la Bibliothèqueroyale, un fragment très-intéressant

d'un traité d'algèbre. Le contenu de ce morceau présentait une analogie

remarquable avec ce qui, selon toute probabilité, devait former le sujet
du manuscrit de Leyde. Quelque temps après, M. Sédillot fit connaitre ce

*) Voir la <)Mèmf page()'' ra f'~&ft.

*') Hist. <~t Wtt~ Mov. éd., t. ). p. 3M.

*)'Htita.
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fragment d'une manière plus détaittéedans un mémoire intéré aux Vo/«'~

et extraits des me«<M<'W~de la J!<~«~ Myo/e ('

D'après l'analyse donnée par M.Sedittot, M. CAos~ dans l'admirable

travail qu'il & consacré à l'histoire de la géométrie, déclara~) qu'une

publication complète de ce fragment serait d'un véritable intérêt pour
l'histoire des sciences mathématiques.

Cette opinion sur la valeur du document en question fut évidemment

partagée par M. A/&n'*), qui découvrit à la Bibliothèque royale un ma-

nuscrit complet de cet ouvrage. Cemanuscrit constatait en même temps
l'identité de son auteur avec celui du traité conservé à la bibliothèque
de Leyde .). < t MLibri annonça qu'il se proposait d'eu publier une
édition.

tjne tette unanimité sur l'importance de t'aigebre d'AtkhayyAmfdevait

suture pour me décider à en entreprendre la publication.
Les manuscrits que j'avais à ma disposition pour établir le texte arabe

étaient au nombre de trois.

C'était d'abord te manuscrit arabe n° 1136, ancien fonds de la Bibliothè-

que nationale, celui qui avait été remarqué par M.Libri. Cemanuscrit est

d'une écriture très-étégante, mais dépourvu en grande partie des points
diacritiques. Des trois manuscrits, c'est celui qui offre le texte le plus cor-

rect, et dans les cas douteux j'ai généralement préféré les leçons qu'il

présente. Je l'ai désigné dans les indications des variantes parla lettre A

Le second manuscrit, que j'ai désigné par la lettre B, est le fragment
exMninépar M. SédiUot, et faisant partie du manuscrit arabe n" li04.
ancien fonds de la Bibliothèque nationale. L'écriture de ce manuscrit est

beaucoup moins bfile que celle du n° 1136, mais la ponctuation est

presque complète, et parfois on y trouve même les voyelles. Le mann-
scrit est détérioré en quetques endroits, et les coins sont quelquefois en-

domuMgéspar l'humidité, de manièreà en rendre l'écriture illisible. Mal-

heureusement ce fragment ne contient qu'à peine les trois septièmes du

texte entier, et s'arrête précisément à l'endroit(") oul'auteur va exposer
ce qu'il y a devraiment original et d'intéressant dans son ouvrage, c'est-

à-dire au commencement de la construction des équations cubiques.
Enfin messieurs les conservateurs de la bibliothèque de Leyde ont eu

l'extrême bonté de me confier le manuscrit cité par MeermanLet Montucla,
et contenu dans le volume n" t4 du legs Waménen. C'est probablement

*)TMne Xt! pages t30 à <M.

'*) ~fftt M~«~?«e sur le ~M<opjM)M))< des méthodes en ~Mt~Wt. Bron-UM,

iM7, in-4'. pages 49S, 494, et particulièrement p. 498, traisiéme note.

*) Histoire des ~CtOMMMM~MM«?tM«'K ~a~e, t. t, note OH, Il 3M ;tt)

*) Votr, toc. cil., les notes M bas des Mes 30t <t 30t.

*) Yoif pa!{<'21 du tMH' trah~, Mt<t&
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une copie faite sur un manuscpitoriental par un Arabe chrétien, domicilié

a Amsterdam, et occupé par l'illustre <ro/!M.<à copier desmanuscrits ara-

bes que les propriétaires refusaient de vendre, et que Goliusétait obligé
de renvoyer en Orient après en avoir fait prendre copie ;*).Ce manuscrit,

que j'ai désigné par la lettre C, est d'une écriture large et lisible. Quoiqu'il
soit moins correct que le manuscrit A, il ne m'en a pas moins été très-

utile pour la rédaction du texte.

Les figures géométriques qui accompagnent le texte sont tracées dans

le manuscrit A avec assez de netteté; si ce n'est que les sectionsconiques

y sont invariablement représentées par des arcs de cercle qui se rencon-

trent au sommet de la conique sous un angle passablement aigu. Dans le

manuscrit C, ces Sgures ne ressemblent quelquefois que d'assez loin à ce

qu'elles sont destinées à représenter.
Dans les manuscrits B et C, les numératifs sont toujours exprimés par

des mots, excepté dans les citations des propositions, et quelquefoisaussi
des livres, des ouvrages d'Euclide et d'Apollonius. Dans ce dernier cas,
les manuscrits B et C emploient les lettres de l'alphabet numérat. C'est

uniquement pour la petite tahle des puissances descendantes et ascen-

dantes (p. 42 du texte arabe que le manuscrit C fait usage des chiffres.

Le manuscrit A, au contraire, se sert de ces derniers presque partout où
les deux autres manuscrits emploient des mots ou des lettres numérales;».

cependant il conserve les lettres exclusivement pour lespropositions citées

des ouvrages d'Euclide et d'Apollonius.

Ayant rendu compte des manuscrits dont je me suis servi pour l'édition

du texte <~</Mayy<M, je vais ajouter quelques mots au sujet des manu-
scrits dans lesquels j'ai rencontré tes morceaux qui forment l'objet des
a<Mt7~utA

Pour les additions A et C, j'ai mis à contribution le manuscrit n° 14 du

legs Waraérien, mentionné ci-dessus. Quant au mémoire, que j'examine
dans l'addition C, j'en avais découvert une seconde copie dans le ma-
nuscrit 9S3,2.), supplément arabe de la Bibliothèque nationale. Lesmor-
ceaux dont tes additions B, D et E présentent des extraits discutés sont
tirésdu manuscrit ? t68 du legs Wamérien de la bibliothèque de Leyde,1
un de ceux qui ont été achetés par Golius en Orient (* Ce manuscrit

*) Voir à ce sujet tes pfgM x)V et x de la préface du nouveau catalogue de la biMiothequ''
de Leyde, par M. Dosy, dont le premier tome vient de ftrattM i) y a peu de tetMinM.

M. Dot Matt bien voulu m'iMtruire à rtvanee de ces détail, et c'est avec e<npressea)t))t

que je MMe <et(eoc<~ion de témoigner pobttqaemeat ma reconnaissance à cesavant, ainsi

qu'à M. J!t<xa<(<,qui MM-sentemtat m'tt CM]maeiqee, avec la comphisMeegM! tfdMnjttM-,
tous les manuscrits dont je pouvais avoir besoin, nMM encore m'a permis (teKCOMnrfn
to:)te occasionà sa vaste erodition

**) Numéro do c<th<o~uet))anu!.<rit du tM;))demM)tafab)', te'ti~f par M. /h'MOM<f.

*) J'tijtiuihtM foi<cite teittoejtetnetft des jMs~as<:idtct' M)<tnt)scrtt;j\niti<M!.r~xutttMt
ff. )))MS!tj((~)tb<")nn)ft)t)'*b <)tt'i)iM!tro'xatt'ot <taH~t'otigina)
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ni'avait également été prêté par messieurs les conMrvatfure de cette

bibliothèque avec la bienveillance la plus obligeante.
On peut appliquer à Alkhayyâm!cequ'un historien spirituel de l'algèbre

a observé à propos de Uiophante que la fin de son nom prête déjà à

discussion. Tantôt on trouve .4~/«t~d~<, tantôt ~MAayycM; à ce point

que sur le premier feuillet du manuscrit A, à coté du grand titre qui

porte .4~M<tj~M<, on lit plus bas') aMémoired'Omar jt/AAN~dM sur

les démonstrations de l'algèbre. ~~Acy~M tignine fabricant de tentes.

Il n'est guère vraisemblable que le célèbre géomètre ait lui-même exercé

cette profession mais probablement c'était cellede son père ou d'un de

ses ancêtres, et en conséquence, des deux leçons, .~Ao~Mt semble

être celle qu'il faut préférer.
On ne sait avec précision les dat<*s,ni de la naissance, ni de la mort

d'A!khay\am!;mais on connatt suffisammentlescirconstances de sa vie,
tt fut etfvé en compagnie de deux jeunes gens qui dans la suite devin-

rent des personnages célèbres. Cesont A<:A~M~M««~, vizir des sultans

Seldjoukides Alp-Arstan et MaUq-Chah,et Mo~oaIbn <)0&&aA,fondateur

de Vordre des Assa-sins.

Les trois amis s'étaient promis que si l'un d'eux se voyait un jour dans
une position brillante et élevée. il ptonter&itde sa prospérité pour y faire

participer ses anciens camarades. Arrivéau pouvoir, Ni~hamAlmoulq fut

<Uèteà sa promesse.
11fit donner à Haçan la place de ou chambeUan. Mais celui-ci,

ingrat envers son bienfaiteur, chercha à le remplacer dans la faveur du

sultan. C'est pourquoi Nizbâm Almoulql'éMgnade la cour par des moyens

que la perfidie de Haçan CMuse peut-être. Plus tard, le vizir encourut.
dans un âge déjà avancé, la disgrâcedu sultan; et lorsque sa chute l'eut

misà la portée des poignards des fedais ismaéliens, Haçan assouvit sa

vengeance (*

Alhhayy&mt, au contraire, refusa presque les offres généreuses du

puissant vizir. Il ne demandait qu'une aisance modeste qui lui permit de
se livrer tranquillement à ses penchants snentiSqaes et littéraires. On sait

cependant qu'il prit une place distinguée parmi les astronomes de Maliq-

') CetmnatcritsembleavoirM partied'a«petitMCMUde~epttftiMa,dontt'atg~bM'
4'A&h&)~mtétaitte premier,Qa avait<)o)tcdonnésur la pageda titre de celui-ciun
fotttopx'destitreadot<M<tM)MpitcMquicompMNMtcette petiteMtjection,comme
A'~teaMcelasetaitMMtencaspareilsurnos)iTM<modernes.L'ëehtttMde cet Utte<ait
p<Mrla pluparth-itetneatethc« qu'ilestdifficiledetesdéchitfrer.

**)Voirla savantenoticecoMMfeeàA))thty;amtparM.<<i!)a<«t,daMPMXtMneBtt.
de Mtraductionde la ~eoffftpttied'Ab<m)M«. C(. ~o««; ef Ej~foib m..
)nmftX,jM)t.'49<qq.

') VoirteM<*a«'deCf/t~Mry surt'hittoire<)<<MdtonMdMet des tttnitettf~.
Jo'<fxnto!i<'«~<<8M
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Chah, ft qu'il était un des principaux auteurs de la réformedu caten-
dripr introduite en 1079 par ordre de ce prince (*

Atkhayyamttui-méme nous apprend p. t3 de la traduction, qu'il avait

composéaussi un traité sur l'extraction desracines desordres supérieurs;i
et le peu qu'il en dit sufnt pour nous révéler ce même esprit générati-
sateur qui, comme nous allons bientôt le voir, l'avait conduità une théo
rie .<y~/<M<~Medes équations cubiques."

AtMtayyâm!était poëte (*). Maisses vers, écrits en persan, lui ont valu

une réputation d'athée et de libertin. Rappelons-nous cependant que les
mêmes accusations furent portées contre Descartes par un turbulent

théologien, le recteur Voët, de t'uaiversité d'Utrecht. Nenousempressons
donc pas de souscrire à un jugement qui a peut-être sa sourceuniquement
dans les haines religieuses que les poésies satiriques et spirituelles d'At-

Htayyami devaient susciter contre lui.

Voicimaintenant la traduction de la pièce inédite que j'ai donnéeà la UN

du texte du traité d'algèbre. Cemorceau est extrait du manuscrit n° 481.

supplément arabe, de la Bibliothèque nationale, qui contientuu abrégé du

Tarikh-Athoqama, terminé en 647 de t'hégire, et dont l'auteur s'appelait
AboÛMn)("

0<t*ttAnat!tJm,imàmdu~hott~tu,le fir~miHUtutJutfmp-,<~aitveni<'iaM
les«:ienc<'tdesGrM!.IIe~tMfttit&chercherle Dieuunique,tooTtreeurdutnon'te,
par la pMfitettMadesmouvementscorporeh,de manièreà rendrerame humainf
exonptedetouteimporeté.u fMonMnmdaK<tM9iuneétudeperté'~efinttt'dela poli-
tique("), fondéesurtMbMe<decettescienceétabliespartesphHotophe~grecs.t-et

*)Voir ~MKh'AMMtteamtMhmtd, éd. de Re~keetAdter, t în.pftf; Me,tig. H <qq.
(Onfit en cet endroit« tbrahim, au tiende <))<d'tbrahim c'Mtâneerreur; comparer
la notede M.R<'b)a«~,dansles Protefmmene!!à la Geo~r.d'Abouit, toc.cit.) .M. Cfaett

Epectta' eettbri.tM. )x)t)dini,1650.P<)g.3'' fqq– MtthammeditN. KfUri.qui vut«)

j<[(~'e~0t)t«dititur, EtftBeotaa~fOMa~ri, opéra Jae. Golii. Amstelodami,t669. Kota-,

ptg. 32 sqq. f<N)<MN<~MMoMfAotronemiaphitottio).ptris, t64a,in-fe).Tabu)<ephilo-
Mee, pag.:)0-Mt, tt tMrticntièremetttpag. ït< et 223; comparerMcmtrf, Hist. de
t'Mtr. au OMyet)~, pag )9<-t9e. –J(h)n<wc& HM.desmath.,éd. nouv.,t.1, pag. 387.

M<tMt)'<, BM.de t'attr. modffne.pag 7â.8t.

**)taMM)oi))h}nede(~yde(M)t'n*)06Tdatatato~t)edet7t6)p<MtMeM<)unot)frate
d'AtUtaytamtsur )'Mp)ic<t!ondesdifficultésp<<seNteespar)« définitionsplacéesen têtedes
tivMsdes Semeobd'Eadtde.

*) VoirJ. f. ~ammer CeMMcMeder MhtFMnRtdebtentte PeKieM.wien, «tt,

pag.80-82.

*) Voirtt't))Wc&,de au<<nrt)mGra'cernm~ertfonibmet eommetthriitSytiaf.iit,Arabi-

<is,Armeniaris,Persiciscommfnt'tio. Lipsia-,t84ï,p!'j!.)v-x)t,et particutteretneotp<t)<.a
«tt. tMMles dtattom quedans leceoMde cetopusculej'aurai Mte de têt abrège, je
le désigneraicommele Mt.dn TtttU) Atho<)am&de la BibtioMteqtteMtionatc.

*) ).e termearahertpp<'t)e)ad<rirat)ott<!uttomde<~tt<'<fif))ce()nmot<[&Con)paf<!t
tM Prot~MxenMà la geo~'aphie d'Aboulféda,par M.<M)Mt«t,p. t.\n on y verra e)'
m~toftempsde qn~Uf<na«i~rechft )<!«Arah''&la pctitiqMfM'rattarhaitan\ sden'M exaf)~.



SoM<')<*<tempspo$termr<M.t a<<«ci)))le i.enx.tj'j-atentd'one ~fti;' de te"pa~ittt,
et puiates ont ateonmot)~.a leursdoctrines,de aorte qu'ils enfont) otfjet de'di<e<M-
«OMdansteorsMKtaM~ et ttat'sttutt feuxioMpfh «-s. Mai);te MMMette(') de sea
peéitM consisteen M)omc<de la rtMjjiononhrcMCXe("), et en printtpes fténéraa*
embrassantt<adevoirapratiqoea.Comaxles hommesde son tempsbornaient «s opt-
nionsrttij~atMM,et mettaientà découvertcequ'i) Md~it en secret, il craignit paot
sa vie, et mit un frein4m écartsde sa langueet de st ptome. !t Ctle pèlerinage,~ee
p]uMtà «ne rencontreforiuitoqoe parpM)é;et 'a)) f~t~ri!')))'ttahit o t. pens<e$ee-
MCtfS,bien quetiMn'ett pnM dan. !)MptMio (*). LoMqa'i)h)t arrivé à Bagdad,
les pM~nneftqai s'étaienttiw<t aux mêmes~N~ '(M M tn Mt de ~tfntM ancien-

ne<acco~rarent<u)prhdt toi maisit tearfenna sa porte, en hommequiavaitrenoncé
i ces études,et non pasta hummequi Mtresté leur eoefrère.Aprèsêtre retournéde
son pèlerinagedanssonpays il se rendaitau lieu des pti~M le soir et le matin,et
cachaitses Mcrett,qui («tnrtantne pouvaientpas manquerde se révéler. tt était sana

pareildanst'astronoadeetdtM la pMtoMphieet sa <apatiteéminentedaMcessdfBcea
auraitpasséen proverbe,<'Uavait te~ttm partagele mptet desCMTenaMM.Oa a de
tni des poésiest~erM dontle senscachéper<'eà trafera !e')r: e~pretiiotn vottees,et
daMlesquellesla veinedela conceptionpoétiqueeat troubléepar l'impuretéde t'itt-
tentiontachée.Po~

CommemonAmese contented'tmeaisancemodestett fattte à obtenir, quetMtte-
« foisma mainet moubrasue meprocurentqu'aveceffort,

<Je suisà ('ahride t<Mtf)lesvicissitudesde ta forMne,et, dans mea matheof). ma
mainet lesprojetsqueje formesont monrefuge.
a Less~herK)'<an<teormouvementn'onMim pMprononcél'arrêt, que toate~tM
etoHest)et)reui.esNni-aentpardec)tno'versune positionfanettet

Pefs<!<érance donc. AmonAme,dans ton repoa!TMtn fa~ seotemet~tcrouler le

sommet,en Matanten MMotiderles bases.»

Évidemment ces lignes ne sont pas l'oeuvre d'une main amie. A en

croire, le caractère d'AUmayyâm! n'aurait été qu'un mélange d'impureté et

d'hypocrisie. Mais tout ce qu'elles s'efforcent de jeter d'ombre sur la mo-

ralité de notre auteur ne sert qu'à faire ressortir d'une manière plus bril-

lante l'hommage qu'elles ne peuvent refuser au mérite du savant. C'est un

homme détestable, mais c'est un astronome sans pareil; c'est peut-être un

hérétique mais, à coup aùr, c'est un philosophe du premier ordre.

Trois cents ans plus tard, les passions avaient eu le temps de se calmer.

La connaissance ou du moins le bruit des découvertes d'Alkhayyamî

s'était répandu jusqu'en Espagne, et Ibn Khaldoûn y put faire allusion dans.

ses Prolégomènes ('). Alors ce n'est plus ni l'hypocrite ni le libertin Al-

khayyamt; c'est simplement un des plus grands géomètres de l'Orient. a

*) C'étaientde œmMaNM"t~Mcacher <p)<!« hmaetiMt croyaientdecoovrtf dans

)MlivresMCtttde l'Mamism~qwitenr tirent donnerle aornde JMHHtMM.

**) t) 4ar*!t été plus ottatttde dtte
««~ M~J.J!;

attttt te Mns ea t~omt$

renfennant têt dogmesteH~'MM,et en tMMMMtpt MtnpttMtMt )Mdewttt pnttqaett*

r<'poadMitn)bH\ au pfua(M)is<Mde la phraM.

*) pcat-etre ~at-it M'e
~.J~

") 'ieo de
)~

<<tMdnif<' il

hitM tehapp'r <)t<'«'rttt <)ntn'thientjM;.tr~-pnrt, pix.MntofMMt'tmnnth'të.

*1 !.<'p!)is~ 'tttnt je Te')!'jartef hit futtliedMfh;<p)trf<(M)' <nt)i~t~<t«Mtit)~t



Trois autres siècles passèrent sans diminuer restitue dont jouissaient ses
travaux. HadJi-Khatfanous en offre le témoignageen citaat une partie eoa-
sidérable du commencement de l'algèbre d'Atkhayy&mt'), tandisqu'ordi-
naifement il se contente de donner le titre outout auplus les premiersmots

des oavrages dont son immense bibliographie<M&tientla nomenclature.
La réputation d'Atkhayyâm! ne brillait que d'un plus vif éctat an tmtieu

des ténèbres où le temps avait ptongé tant de célébrités secondaires.
Examiaons donc l'ouvrage qui, sans aucun doute, a puissamment<eoo-

tnbué à immortaliser ainsi le nom de son auteur, et dont les feuittes sai-

vantes présentent le texte et la traduction.
Hse divisenaturellement en cinq parties, de ia manièresuivante i "l'in-

troduction, comprenant une préface, les définitions des notions fonda-
mentales de l'algèbre, et un tableau deséquations que l'auteur se propose
de discuter (p. i-i2 de la traduction), 2"la résolution des équations des

deux premiers degrés (p. 12-38;, 3°la construction des équations cubiques
(p. 28-68), 4" la discussion des équations à termes fractionnaires, ayant

pour dénominateurs des puissances de l'inconnue ~p.69-81) 5°remarques
additionnelles (p. 8i-88.

H est une particularité de cette algèbre qui mérite d'être remarquée et

discutée dès l'abord. C'est que l'auteur se fait une loi, pour toutes les

équations dont il s'occupe, de joindrela résolutionnumérique ou arithmé-

tique(**)à la construction géométrique, et viceeerM. Hest vrai que. pour
les équations cubiques, il est forcé de se borner à cette dernière; mais

aussi il constate exprès, et signale aux algébristes à venir, cette lacune à

combler (p. 9.). Afin de comprendre pourquoi t'atgébriste arabe se croyait
si strictement obligé de compléter, l'une par l'autre, l'arithmétique et la

géométrie, il faut expliquer ce qu'il entend par a ~"<o/M~oMMMwen~MC.?n

Lâ où il parle d'une manière p!ns explicite, il se sert de l'expression
<[résolution, lorsque /*<)<<*<du problème est un <tOM& M<tL'objet » du

problème, c'est l'inconnue (voir la déBnitionp. S); la ~o/oa M<~«'-

rique, dans l'acception de t'aigébristc arabe, sera donc une résolution qui

suppose que t'inconnuf soit un Mom&M.

Or, les Arabes, fidèlesaux traditions reçues des Grecs, désignent par
< nombrea ~.cj ou a nombre absolu (J~ ~Ae~te~M~M~ un

nombre d'unités. Usvont même plus loin, et se serventde ce terme comme

d'un équivalent de l'unité. C'est ainsi qu'on trouvedes expressions comme

<trente en nombre Il ~Jj~ J~~)' qui, selon les règles de la

grammaire arabe (*"), équivaut, à une légèrenuance près, à dire a trente

au bas dr. la page H. t) est ttfMdoit par NMw dans f!<Mt<!<).df M~hre de Mo)N)M!M<)t

Mt'Mot~-&,))f)!e<9t.

M.~fF)t)~e),).t),p M4.

Ou verra hh'nMt)'ar q"t)t< MhoM j'~itt de <hn' t)s<h"<)"<'

"'j f)<'.<fy. <.t. ar. t' f.)., t. ), §.ax et M;
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nombres ennn, ce pluriel « nombres f tni-méme est employé dans les
énoncés des équations n" i8 à 35 ''), pour désigner le terme connu de

l'équation cubique.
Mrésulte donc que le géomètre arabe, en parlant de la ~o~oa M<«M~-

rique d'une équation, entend qu'il s'agit de satisfaire à cette équation
par un nombre entier. Et ce qui détruira les derniers doutes qui pourraient
subsister à cet égard, ce sont les conditions qu'il énonce pour la solubilité

arithmétique des équations du second degré (p. n Ces conditions dé-

passent même le but qu'eues doivent atteindre, ainsi que je rai fait ob-
server à l'endroit indiqué. Maisil est facilede remonter à la source de cette

erreur.
Les mêmes conditions, ou du moins la plus essentielle des deux, à sa-

voir la seconde, se trouvent nombre de fois chez Diophante, et il est im-

possible de méconnaMreici l'influence de cet auteur. Il y a seulement cette

différence que chez Diophantecette condition est justinée par la nature des

proNèmes qu'il se propose, tandis que chez AIkhayyâmi, elle établit des
limites trop étroites. Je ne citerai, à l'appui de ce que je viens d'avancer,

qu'un seul problème de Diophante, entre beaucoup qui me fourniraient les
mêmes preuves.

Dans le 6' problème du Vit livre, Diophante se propose de trouver un

triangle rectangle en nombres rationnels, de manière que la surfaee du

triangle, plus une des cathètes, soit égale à un nombre donné. Désignant
les deux cathètes par <t.cet bx respectivement, le nombre donné par k, et

posant = e, on aura

Arrivé là, Diophante énonce sa condition de la manière suivante xat M
ïSw<ipt9j~S~TN~MMt~'i~mo Tt~tt~ttt !uMt[Mt<i~trebut(**)~o~at x<t~

TMM:~T<TpttYN<ev.C'est-à-dire qu'il faut qu'on ait

(~)'+~=,

en posant <t == t, t'équstion (3) se transforme dans :&;<:== i +

t~i + i 6/i, et il s'agit de satisfaire simuttanément aux deux équations
indéterminées

<+!~=?', t-t.S'==f.

Onvoit aisément que la condition (3) est véritablement nécessaire, puis-

') Voifpages«, <6,47,49,57,62. M
'*) DiophanteavaitprisA= 7.



qu'il s'agit de rendre rationnels les cotés du triangle, c'est-à-dire que dans

l'équation (<), non-seulement t'tKfOKMwe,mais aussi les <'o~<'«M!~sont

assujettis à certaines conditions.

Il se présente ici la question suivante Si, pour la résolution numérique,

t'algébriste arabe exige qu'on satisfasse à l'équation proposée par un

nombre entier, il fait donc de l'algèbre indéterminée?
Hnous manque un élémentpour répondre à cettequestion d'une manière

décisive. C'est que l'auteur ne se prononce pas sur la nature des coeSt-

cients de l'équation proposée. D'après les termes dont il se sert, on peut
croire qu'il considère le terme connu (je-jH) ~jjJt' commeun nombre
entier donné; mais le coefncieNt de l'inconnue ~U~!t ï~c ou simple-
ment (')j!i~!) est laissé entièrement indéterminé. En supposant que ce

coefficient doive également être un nombre entier, il s'agit en effet, pour
obtenir les conditions de la solubilité « numérique x de l'équation du se-

cond degré, de discuter l'équation indéterminée -t- y.r ==a. Si, au con-

traire, on laisse aux constantes de l'équation déterminée proposée toute

leur générante, la détermination desconditions nécessaires pour satisfaire
à la proposée par un nombre entier dépend d'un problème plus général.

Cequ'il y a de certain, c'est que la résolution numérique de l'algébriste
arabe comprend i" ce qu'aujourd'hui on désigne par la résolution atgé-

brique d'une équation 2° tadétermination des conditions nécessaires pour
que la fonction des coefficients, qui est égale à l'inconnue, devienne un

nombre entier. Alors si les coefficients de l'équation proposée satisfont

à ces conditions, la résolution numérique, selon notre auteur, est possible;
dans le cas contraire, elle est impossible.

Vu cette a impossibilité, e ta construction géométrique sert, chez t'at-

gébriste arabe, non-seulement d'éclaircissement et d'explication, mais
de complément nécessaire à la résolution numérique; et on comprend

pour quelles raisons il dit, dès l'abord, que l'objet de l'algèbre est formé

autant par le nombre absolu que par les quantités géométriques.
Onreconnaît dans cette séparation, portée mêmetrop loin, de la quan-

tité discontinue d'avec la quantité continue, ou, si l'on veut, de la quantité
rationnelle d'avec la quantité irrationnelle; on y reconnaît, dis-je, les

h

*) Onpourrait être h nte de trouver ici une aatfe trace de l'influencede Diophante,
paisquecelui-ci dit &x<ijMt;pourdésigner le Montent de carréde l'inconnue,demême

que !)g<briste arabe d<<tgneparjtj~~i),
te fo~<'<M)<de nncoanHe. Maiscette sup-

pressiondu terme «coo-fficient Mtrouve aussichezMoh.BenMoac4,et i) n'existe<act)M
donnéehistorique quiprfmteq't'aax temps de ttta)g<bfbteDiophMte ait tted<')a connu

aux Arabet.JI fant donc chercherai)t''t)Mt'e<p)icotiMde cettecttiiccidenee,à moins')"'on
ne venittela t'oMMen-rcommeaccidentelle,< noyant rieude trtMttrj'reMft en eite-m~tne.

B'tmMtrf côté. on pottfraft tfMref OMle tno) !'J~ a t'M '<'anc trtdnctiondu tfmM

T:)<i~ qt)<sf trouve chez nK'j'htntf.
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conséquences de la distinctiott fondamentale étaMteentM le ~tMw&MpM)*
wwet le ~Me~t<!w~<par Aristote, dont le système a sipuissamment inûuô

sur le développement et sur le génie de la science arabe.

Les résolutions qa'Alkhayy&mtdonne des équations du second degré
et qui ont présenté les données principales pour la discussion précédente.
ont me fournir encore le sujet de quelques autres observations.

On remarquera d'abord combien les démonstrations de ces résolutions
font plus élégantes et plus scientifiques que celles de Mohammed Ben

Moû~â, combien toute la discussion est prise de plus haat et maniée avec

supériorité. Pour faire ressortir cette différence, j'ai placé en note, au-des-

sous des démonstrations d'Alkhayyam!, celles de MohammedBen Moùcâ.

Seulement, j'ai traduit cettes-ci en langage algébrique, afin qu'on

puisse saisir immédiatement la marche suivie dans ces démonstrations,
et plus ou moins déguisée dans leur rédaction originale. Onremarquera
aussi que la démonstration donnée par Mohammed Ben Moûeâ, pour

t'équation n* 8, est incomplète en ce qu'elle ne s'applique qu'à un seul

des deux cas de la résolution.

Je saisis cette occasion pour m'excuser auprès de ceux de mes lecteurs

qui pourraient trouver que les notes dont j'ai accompagné ma traduction

sonttropchargées de détails élémentaires. Pour me justifier, jen'aurai qu'à

expliquer quel était mon but dans la rédaction de ces notes. Je voulais re-

produire fidèlement, avec tous leurs détails, les procédés demon auteur, et

cependant les traduire dans le langagedes mathématiques modernes, pour

épargner aux géomètres qui parcourraient cet opuscule l'ennui que leur

causerait sans doute la lecture de ces longues résolutions et démonstrations

parlées de l'algébriste arabe. Dans la partie de son traité qui contient la

discussion des équations cubiques, ces courts aperçus contribueront peut-
être à rendre apparents, même à ceux qui ne voudraient y jeter qu'un

coup d'oiil fugitif, le parallélisme et l'ensemble des constructions d'Ai-

khayyamî. Mais, sous peine d'être accusé d'inconséquence, je ne pouvais

supprimer pour une partie de l'ouvrage arabe ce que je donnais pour une

autre. J'étais tenu de rendre compte de l'esprit des méthodes arabes, de

les anatomiser aussi scrupuleusement que possible. Lorsque ces méthodes

étaient élémentaires, ces explications entraînaient nécessairement des con-

sidérationsélémentaires.

Mais revenons encore aux équations du second degré, et à la manière

dont AHthayyam!les construit au moyen des propositions connues des

Données et du deuxième et du sixièmelivre des Éléments d'Euclide. Cette

construction répond d'une manière remarquable à la supposition de

Cossali (*), qui pensait que la transformation de ces propositions de géo-

<)n!:me<M)':tj;fbM, < p.i.
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metrie en théorèmes algébriques pouvaitavoir eu lieu dans l'intervalle de

temps qui sépare Euclide de Diophante.Seulement, cette transtbrmatton,
au lieu d'avoir été la source de t'atgèhre, ne se serait opérée qu'à une

époque où cette science était déjà considérablementdéveloppée. Hse pour-
rait cependant que Cossali ne se fût pas entièrement tpMnpé, et qu'A!-
khayyami n'eût pas l'honneur d'avoir le premier aperçu les relations qui
existant entre les propositions menttonnéeaetta construction des équations
du second degré.

En eCet, dans le QitâbAlfihrist, un article relatif à Hipparque est conçu
de la manière suivante *)

B<)'ttMjCEn ftAf*NE!!"). CMa delui, en fait d'ouvrages:le Traité<t'))tgèbt<
coMMaussisousle nom'M MNaition:.Cet o'ttM~fut traduitet Mtu par AtMtt
WtftMotKtmmfdBenMohammedlecalculateur,qni«tâaMiauteurd'un CMMneottiM
dnmêmeootMge.MMtnptgnéde d&noMtrattOMfoad<«surdesMisounetnenbgéo-
m<tri<t)tM.(Puisont <)'Hi)'pan}aem)Traitésurh divisiondesnombres

Plus loin on lit, dans la même bibliographie, à l'article Aboût WafA,

parmi les ouvrages de ce géomètre énumérés très-comptétement « Com-

mentaire de l'ouvrage d'Hipparque surt'atgèbre ('). B

témoignage de ces passages, qui attribuent à Hipparque des travaux

en dehors de ceux qui l'ont illustré comme astronome, est corroboré par
les mots suivants de Plutarque (*) XpuonnK~?MM-M<~ottc~ ot cipt6-

)M;*tx<Sv x<t''t~nt<tjt~o(~w.

Je meborne à signaler ces faits, sansvouloir en aucune manière décider

si les constructions des équations du second degré qu'on trouve dans l'al-

gèbre d'Alkhayyami appartiennent véritablementà celui-ci, ousi elles sont

empruntées soit à AboùtWata, soità Hipparque
Maisje me h&ted'arriver à ce qui occupe la partie la plus considérable

du traité d'A!!{hayy&m!,et à ce qui en constitue le mérite principal à la

construction des équations du troisième degré.

attribue {ci à Hipparque serait en contradiction avec la tr~itiax reçoe, HtiMttt )a()M~tc Hif"

tMr<;t)t<t*itoriginaire de KicMen Bithynie.

j Lr~

npp. omt.H. Pans. tK~. roL, )t). () )0t7; t-t 7;
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Un dit quelquefois, et on pense assez génératenteut, que les Grecsont
construit des équations du troisième degré; mais cette opinion renterme.
sinon une erreur, du moins une inexactitude. H est vrai que les géomètre:
grecs ont résolu certains probtèmes géométriques qui, ramenés à leur ex-

pression algébrique, conduisent à une équation du troisième degré. Mais
on conviendrasans doute qu'il est très différent de résoudre géométrique-
ment un semblable problème, ou de reconnaitre que ce problème dépend
d'une équation cubique; de traiter, entre autres problèmes de géométrie,
quelques-uns du troisième degré, ou d'énumérer systématiquement les
formes des équations cubiques, de les construire une à une, et de discuter
les cas particuliers que présentent ces solutions tout cela avecte but etai-
rement prononcé (*)de donner implicitement, au moyen de ces théorèmes

généraux, la résolution de tel problème spécial qu'on voudra se proposer.
C'est ce qui n'a été fait nulle part par les géomètres grecs, mais c'est ce

qu'on trouvechez les Arabes, et notamment dans l'algèbre d'AtMtayyâmi.
En effet, pour construire les équations cubiques, les géomètres grecs

auraient, avanttout, du les connaitre. Or, comme onne trouve, dans aucun
des ouvrages géométriques des Grecs, nutte trace d'algèbre, il est im-

possible de dire que les Grecs aient construit des équations du troisième

degré.
Cesont les Arabes qui ont le mérite d'av oir, les premiers, essayé d'ap-

pliquer l'algèbre à la géométrie, et vice MM<t, d'avoir jeté les fondements

de cette liaisondu calcul avec la géométrie, qui, dans la suite, a éminem-

ment contribué au développement des mathématiques t.
Notre auteur prend même à tache de montrer ('") comment ce progrès

se fit chez les Arabes, et comment d'abord c'était Atmâhani qui, en par-
tant d'un problème posé par les anciens, essaya de le résoudre en le ra-

menant à son expression algébrique. Ce premier essai ne fut pas couronné

de succès; mais bientôt d'autres géomètres furent plus heureux, et les

constructions qu'ils donnèrent de plusieurs équations cubiques, auxquelles
ils furent conduits par des problèmes qui n'étaient encore que particuliers,
firent naître chez Atkhayyam! la conception d'une théorie systématique
des équations du troisième degré.

Disonsquelques mots du problème qui servit de point de départ à des

découvertes aussi intéressantes. Dansla cinquième proposition du second

livre du Traité de la sphère et du cylindre, Archimède se propose le pro-

*)Voifptg.M,)ig.<8.

**) Par rapport à eette coenc~ion iotimeque tes géomètres arabes c)«'n:)taiet)t4ê<tb)if

entre les partie: trithmMiqMMet les parties ~m~Mq'Mt, des matMaMtiqnM on ne com-

parera ptaMtre pas sans iotertt le catalogue <texonvr:~es m5t~<m&ti<)M<td'tbN\)hmth<tm,

~oonë par cet auteurmême, dans le passage qnej'ai e\tr:!t <t')baAbt Oçaïbiah; Teirpt)!. 73.

*") Voir )~. 2 rl 3,pt comparer AtMitiun B.)Mt)t. 96.Voir ))')?) pag. i3, ..i ft )')t. <qt.
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bMw de f'oup<'tune sphère par nn ptan, de manière que le rapport d''

t'un des deux segments à l'autre soit égal à un rapport donné Hdé-

montre que ce problèmedépend de la construction suivante Étant donnés

une ligne M et sur cette ligne deux points B, T, de telle sorte que B soit

situé entre D et T, déterminer un point X de la ligne DZ, tel qu'on ait

XZ ZT==BD* t)X*.Ramenonsce problème à son expression algébrique
en désignant BD, ZT, ZD,M, par a, t, c, respectivement il s'agira d'~
détenniner au moyen de la proportion (f .r; & =o* .f', c'est-à-

dire de construire l'équation cubique ~'+a' &==f.e'.

H parait que ce lemme fixa d'une manière toute particulière l'attention
des géomètres arabes. CommeArchimèden'en avait pas donné la solution,
c'est peut-être qu'ils mettaient un certain point d'honneur à prouver qu'ils
savaient surmonter aisémentun obstacle qui semblait avoir arrêté Archi-

mède ~*). J'ai réuni, dans les additions Aet B, différentes solutions de ce

lemme, données par des géomètresarabes (*"
Quant à la manière dont AIkhayy&m!construit les équations cubiques,

je vais donner une indication rapide des traits généraux de sa méthode,
sans entrer dans les détails dont on se rendra facilement compte en

parcourant les notes qui accompagnent ma traduction. Dans ces notes

j'ai fidèlement reproduit les procédés du géomètre arabe, tout en m'ef.

*) Editiond'Oxford,;). ti7 s'jq.
**) !) est tf-ti que, d'après Entoeint,Arehimedetat-<nêm<'aurait donné une sotation

de ce ptoMemequi revientà construirele lemme par la combinaisonde h parabole

~'=!f~, aveetityperboieequitatère !f(<a')==t.< Il ne fa«t pas croire, cependant,

que le commentaired'Entoei))~sur le Traitéde la sphèreet dn cytindren'ait pas étécontm
'te bonne heure aux Aube!. On peut comparera ce sujet an passageque j'ai extrait d'un
mMoscritde ta Bibliothèquenationale,pog.i03att. On trotte meate dans un autre ?;
MMScritdela BiMioti~ue MUOtMtfe(n' 95t. t, Supplémentarabe), écrit a Ch))~)tt'M 3M
de l'hégire (comp. page tl7. premièrenote), un fragmentintitulé de la manière mitante

Traite d'ËMtocim(.~J)j! ), rendant comptedes soiatioM,donaëeepar les MeieM,du

probtèmede )adEter<uitMHendedet)ï)igMSfntredeux antres lignes, de telle sorte qoe
fes quatre lignessoientfn proportioncontinw.Tradnit parAbotiHacenTit&bitBenKorrah.
cet ouvrage contientdh-))))itO~res et (lessolutionsde)onze géomètres,à savoir Héron

(~t~t),
Phiton

teByMBtinfJM~J! t-)' ApoHoniN!!
(,J~L~t

Diot)è<

.~Jt~~), pappm (f)~L), SportN(,tfc,,
Meaechme( ,s-~L<

)t'-ato&thene(.JL–~JH), Platon
(.mj!),

Archita$
(~,<j!&t),

Kicomtde

..o.jLj~u ~<-) C'est ttnetraductionducommentairede la 3*propositiondu Traitede

taephèreetdu cylindre.
*) Lesgeomètretarabesdésignentgénéralementce proMèmecommecelui posé dam la

quatrième propositiondnTraitédelasphèreet docytindre.C'estque leterme arabe, traduit

par. proposition, ~niHe t ta Mtre <.Og~e,et qaf, à compterd'apte tes figures, te))o
<tfla S*pfopos;tiona'~t eueffetqueta 4*dnset-ondlivre, puisque la t'* proposition de ce

tt~r<ett«aM6g"re.
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totcant d'oter a ceux-ci ce qu'ils avaient quetque&is de tratoant e! d'en-

Mrtitté.

Atkhayyamt commence toujours par rendre homogène l'btuafion pro-
posée. Onremarquera que c'est pour ce but qu'il a mis en tête de la partie
de son mémoire qui contient ta construction des équations cubiques, deux

théorèmes auxiliaires. En générât, on aura souvent occasion d'admirer

l'esprit d'ordre. le génie systématique, qui distinguent notre auteur.

Outre ces deux lemmes, c'est encore la construction de l'équation ;== a

qui sert pour ces transformations relatives t'homogéneité, toKqut!

s'agit de substituer un cube au terme connu de l'équation.
Ensuite AUbayyâmt détermine, au moyen des coefficients transformés

de l'équation, deux coniques, et arrive, par l'intersection de celles-ci, a

une égauté de deux solides. ~oit en décomposant ceux-ci, soit en ajou-
tant ou en retranchant de part et d'autre des solides communs, il obtient
ennn l'équation proposée.

Ramenons maintenant à son expression générale la méthode suivie par

AUthayyaeupour déterminer lesdeux coniques au moyen des constantesde

l'équation proposée. En formant les équations analytiques des coniques

qu'il emploie, puis en comparant entre elles ces équations, et en désignant

par i., i~, des quantités qui ne peuvent prendre que les valeurs +i

ou i (cequi permettra de poser x.A= x*==i, etc.), on trouveque le

procédé du géomètre arabe se réduit aux trois systèmes suivants
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AIkhayyàm! n'a pas remarqué que, dans l'équation générale du troi-
sième degré, on peut toujours faire disparattre le second terme, ce qui lui

aurait épargné l'emploi des systèmes11et IH (').·

Après avoir esquissécet exposégénéral des constructions d'Atkhayyamf.
examinons encore quelques détails de sa méthode.

Observons d'abord qu'Atkhayy&m!,pasplus que Mohammed Ben Moûca.
ne tient aucun compte des racines négatives, ni, à plus forte raison, des

racines imaginaires; dès qu'un problème n'admet pas des racines réeue~
et positives, il le déclare « impossible. z Aussi ne trouve-t-on pas dans le
tableau des équations d'Alkhayyâmt, complet à cela près, ces formes où
la somme de tous les termes, formant le premier membre, est égalée a

*) Dent une notice sur l'algèbre d'jUMtayyttnt,)M<r<ean tome XL du Journal <<
M.Crelle, j'ai montré(au§Xde cettenottte) commentoa est ttè<-natt)re))m)entMadnit
à Mxtroiti.yfX'mMongéomètreanttx*,<'npartantdes pt~neiptsOMt~iqca:de lae<tMtntctioa
d<t <qtM<iOMdu troMèmedegft.
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/tTu /). t~ algébristes arabes. qui considèrent tous les étéments d'une

équation, et notamment aussi t'inconnue, comme des quantités positives,
ne pouvaient pas avoir t'idée de ces formes.

Toutefois, il est très-surprenant qu'Atkhayyam!, en construisant les

équations du troisième degré, n'ait pas remarqué l'existence des racines

négatives. Rien, en enet, n'est plus propre à montrer celles-ci pour
ainsi dire d'une manière palpable, et en même temps à donner des idées

justes et nettes sur leur nature. que la construction des équations. C'est

la vicieuse habitude de ne tracer que des demi cercles, des demi-para-
boles, et une seule branche des hyperboles, qui a fait manquer au géo-
mètre arabe cette belle découverte.

Cedéfaut de sesconstructions a même une fois empêché notre auteur de

voir qu'une équationa deux racines positives, dont il ne construit qu'une
seule (voir la note p. 68;. H tombe dans une autre erreur semblable, mais

plus regrettable encore, parce qu'elle touche à quelques considérations

fondamentales sur la nature des équations cubiques. C'est qu'Alkhayy&m!,
en construisant l'équation x' -t- &B:==e~' + a ne trouve qu'une seule

racine positive, tandis qu'eUe en admet trois (voir la note p. 65) (*
Les Arabes savaient déjà qu'il existait une certaine équation du second

degré à deux racines "*) si donc Atkhayyâm!avait remarqué que pareil-
tement une équation cubique admettait, en certains cas, trois solutions,
il est dimcile à croire que cette coïncidence entre le degré du problème et

le nombre des solutions ne t'eut pas frappé et conduit à des réflexions,
et peut-être à des découvertes, ultérieures.

A l'exception des deux erreurs dont je viensde parler, Atkhayyam! dis-

cute avec une justesse parfaite le nombre des racines positives, ou, si l'on

veut, le nombre des intersections des deux coniques qui construisent

t'équation, du coté des coordonnées positives. tt ne trouve donc qu'une
seule solution pour les équations 3,13, iS, 46, i8,19,22,93, M, dont le

terme connu est affecté du signe négatif. Il en trouve deux pour les équa-
tions H, n, 20, 21,2S (""), dont le terme connu est affecté dusigne po-
sitif, mais dont tes deux racines conjuguées sont ou imaginaires ou ~«~-

*) .<t-a==0, <}-<t==0, .)c'-t-t.t-}-a=0, .f'-t-a==o, .c'-t-t.<:+<!==0, .r*-{-<)'*+o==0,

.)['+<):'+ bx + a = 0. Ces formes août également négligées par Cardan, par y<~

et même par ~<MT«)<,bien que cetnt-ei fût antenf de t'usage d'écrire les équationseit forme

d'une somme atgébnqee égalée à ï<ft<. Cf.tMr/M est le premier ';<)<dtscate ces SMtMs. Voir

(M œoTtM de Descartes pub)iëe< par V. Cn'Min, tom. V, p. 3M à 4t<, et ptfticatieremtttt

p4:je! 389,399, 4M. 4M

**) tci l'erreur provteot de ce qlle l'auteur n'a pas Met)dittate~ les intersections du cercle

et de )'byp''rbote dg. a<, car les dem courbes peafmt t~oir den~ rencontrer de p!o* <t)f

f«i parties de leun cireonterenc~ comprises entre A <t R.

*) niophmte M pMte eacor<' qM d'nne !m)t< racine en fe fet.

*) AbiitraeMot)&)tede)'trrettrMmmiie dans la toni.tntcth'o de cette dernx're équation.
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/<fM. Pour ces dernières équations, lorsqu'elles n'admettent pas des

racines positives, il les déclare 9 impossibles, e et il établit parfaitement le
critérium géométrique de la réalité des deux racines conjuguées, à savoir la

rencontre en deux points, ou le contact des deux coniques qui construi-

sent l'équation. Au cas du contact, il n'admet naturellement qu'une
seule racine, et ne distingue pas deux racines égales.

Pour compléter sa théorie, Atkhayyam: aurait db établir encore des rela-

tions entre les coefficientsde l'équation proposée, correspondant à cette
limite qui est géométriquement représentée par le contact des deux

coniques.
C'est ce qu'il ne fait réellement pas. Mais, approchant de ce but, il dis-

tingue quelquefoiscertains cas, et énonce en même temps que dans l'un ou
dans l'autre de ces cas le problème est, ou n'est pas, ou possible, ou im-

possible. En ramenant les relations, établies de cette manière, à leur ex.

pression algébrique, on trouve par exemple qu'il montre pour l'équation

D'autres géomètres arabes réassirent mieux dans la détermination de

cette limite, qui fut tentée seulement par AUchayyâmi.C'est sous ce rap.
port qu'on ne remarquera peut-être pas sans intérêt les morceaux dont j'ai
rendu compte dans les additions B et C. J'y ai montré comment un théo-

rème démontré par Eutocius contenait le germe de ces découvertes,
et comment, en partant de la simple considération que l'expression

*) Parce qu'alors la constructiondonne Maternait la troisième racine positive mais

tMtheMrem<mf))tMMidans le tM ? < c, l'auteur (commeje t'ai fait otMo~tr cMmsas)

nedecon~reque tette troisièmeracine.

**) En conséquencede t'aetteeneurmentioMtt~eci-de'ans, t'aNttnr ne H'tM)ye)ei.en

vérité,qu'uneseuledetes deuxracinespositives.
z
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(a .c) devient un moximum pour .e =- g«,tes géomètres arabes sont

parvenus à exprimer, avec justesse et étégance, les limites de la sotubitité
dans des probtèmes du troisième degré. On trouvera notamment, dans
l'addition B, t'éaoncé parfait de la relation 4c*==27a, qui correspond à
cette limite pour l'équation~ <B*-t-o = 0.

Quant aux équations du quatrième degré, Aikhayyamt déclare qu'il est

impossible de les construire au moyen des méthodes qu'il a développées
(voir p. 79). Cependant on reconnattra, en pafcomrant l'addition D, que
les Arabes ont non-seukment construit des proMèmes du quatrième de-

gré (i" problème de cette addition), mais encore qu'ils ont ramené des

problèmes de ce degré à leur expression aJgébriqMe(2*problème de la
même addition); de sorte qu'on peut dire, en toute rigue'tr, qu'ils ont

construit des équations du quatrième degré au moyen de l'intersection de

deux coniques.

Enfin, on trouve qu'un célèbre géomètre arabe (voir p. 73) a construit

l'équation binôme du cinquième degré. Onpeut croire qu'il y employa,
soit une des courbes supérieures dont les Arabesont pu puiser la connais-

sance dans les ouvrages des géomètres grecs, soit un de ces procédés mé-

caniques dont ces ouvrages onrent également des exemples.
Dans la dernière partie de son traité, AJ&hayyamipropose même encore

i'équatiha binôme du sixième degré (dont la résolution, en effet, est très-

facile). En générât, cette partie de son algèbre doit intéresser surtout au

point de vue historique, et comme montrant cet esprit de système dont

le travail tout entier d'AUbayyam! porte le cachet.

Je veux parler de la discussion des équations à termes fractionnaires,
dont les dénominateurs sont des puissances de l'inconnue. L'auteur ra-

mène ces équations à ses vingt-cinq équations primitives les unes, en

substituant à l'inconnue une nouvelle inconnue qui est la valeur réciproque
de la première; les autres, en multipliant l'équation proposée par une puis-
sance de l'inconnue.

Pour compléter un ensemble de données concernant les travaux des

Arabes sur les problèmes qui dépendent de l'intersection de deux coni-

ques, j'ai ajouté (*), aux morceaux dont je viens de rendre compte
t'extrait d'un traité arabe de la trisection de l'angle, On sait que les deux

proMèmes de la duplication du cube et de la trisection de t'angte sont

étroitement liés l'uri à l'autre, et que, depuis Platon jusqu'à Viète, ils

n'ont pas cessé d'exercer te génie des géomètres. J'ai essayé de mon-

trer, dans les morceaux précédents, les développements importants qu'a-
vait reçus, chez tes Arabes, le premier de ces deux problèmes. J'cspèro

*) VoitadditionB.
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donc qu'on accordera peut-être aussi quelque intérêt aux solutions qu'ils
ont données du second.

Je l'espère d'autant plus, que ce petit traite <6<u)it, d'une manière

singuMère, plusieurs noms des plus célèbres qui ont illustré l'astronomie

et les mathématiques orientales, tels que ceux d'Alqoûh!, d'Alblroùnl,
de Thâbit Ben Korrah. Pour ne pas trop dépasser les limites prescrites à la

publication présente, et pour rendre compte, en moins de dix pages, de

ce qui en occupe trente-six dans le manuscrit arabe, j'ai été obligé de

supprimer, dans cet extrait, tout ce qui n'était pas essentiel, tout ce à

quoi le lecteur peut facilement suppléer lui-même.

Onverra encore, daM les deux dernières sections del'addiaonE, queles

Arabes ont ramené la construction de l'ennéagone inscrit au cercle à une

équation cubique et qu'ils ont construit le coté de l'heptagone insent au

cercle au moyen de l'intersection de deux coniques.
En comparant entre eux les traités de Mohammed Ben Mo&câet de

Beha Eddin, Colebrooke était arrivéà la conclusion (AIgebra of the Hin-

dus. Dissertation, p. Mxîx), que l'algèbre était restée à peu près station-

naire entre les mains des musulmans. Ne serait-on pas également fondé à

mettre en doute les découvertes d'Apollonius, d'Archimède, de Diophante,
parce que niJesËtémeNtsd'Euclide, ni les «Nocesdetaphilologie et deMer-
cure B deMarcianus Capella, ne nous font connattK: lesplus beauxmonu-
ments qu'ait laissés la géométrie grecque?

Non, lesmathématiques ne sontpas restées stationnaires en Orient de-

puis Mohammed Ben Moûcà jusqu'à Behâ Eddin; elles ont pris, à une

époque intermédiaire, un essor et un développement dignes d'une véri-
table admiration. Les morceaux qui font l'objet de la publication présente
sont choisis parmi les travaux de cette époque, et je m'estimerais heureux
si on trouvait que leur contenu justifie réellement le jugement que je viens

d'émettre.

Paris,le10juillettsit.
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MÉMOIRE
DUSAM BXCSU.BNT

MnfÂTBEM~ M$(!LPATBONARBEKt8~H!N

j~HA~Bt DEK~H~M~

(qaeD~nMmcti6eMn<UMptéciatM))

8CRLESMMOtïSmA'nOttS

DES PROBLEMESDE L'ALGÈBRE.

Au nom de Dieu clément et miséricordieux~1

Louange au Dieu, seigneur des mondes, une fin heureuse

à ceux qui le craignent, et point d'inimitié, si ce n'est contre

les injustes. Que labénédiction divine reposesur lesprophètes,
et particulièrement sur Mohammed et toute sa sainte famille.

Une des théories mathématiques dont on a besoindans la

partie des sciences philosophiques connue sous le nom des

sciences mathématiques (*)~ c'est l'art de l'algèbre, lequel a

pour but la détermination des inconnues, soit numériques,
soit géométriques, Il se rencontre dans cette science des pro-
blèmes, dépendant de certaines espèces très-difficiles dethéo-

*) voici un pMMfseUr<d'an manuscrit Md!t de la BibliotbèqumtioMte, MtoM < M<-
mottMdes Hhwtn A1çatà recueilaMyctopMqoe, eomposéd'me mttede tKtMtdent les

premieriont pourobjet te<ecienoMnMtt)é'M)tiq)t<si Les ectentMphitoM~iqnMse divi-
sent enquatre espèces: t* tts MtmcMmatMntttiqoM, if les <cieMMlegiqtfea,3*tMMten-
ces phy~qeet, 4* !« td~Met m6ttphy<!qt)M.Les sciencestMtMtmttqaet à leurtour sedi-
visenten <pM<reparties t*rMttt)m<t!qae,f la~om<ttte, 3*t'mhroMmie,4°h mMiqce..

Toyo:anMtB<K~«Me{~t,<dtdeFtaeeBt, t,intMd.,Mp.<,M<~4, 'ttedt~Mon~
bm doeMnaMm e<pM<ieat&re!nN)<p. M-Met p. M,pnb~. tn, p. K!.
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remes préliminaires, t!ans la sotutioa desquels ont échoué la

plupart de ceux qui s'en sont occupés. Quant aux anciens,

il ne nous est pasparvenu d'eux d'ouvragequi en traite peut-

être, après en avoir cherché la solution et après lesavoir étu-

des, n'ena~tnent-ibpaspénétré lesd~cultés; ou peut-être leurs

recherches n'en exigeaient pas l'examen; ou enfin leurs ou-

vrages à cesujet, s'il y en a, n'ont pasété traduits dans notre

langue. Quant aux modernes, c'est Almâhàm (*) qui parmi
eux conçut l'idée de résoudre algébriquement le théorème

auxiliaire emptoyé par Archimède dans !a quatrième propo-
sitiondu second livrede son traité de la sphère et du cylindre;
or il fut conduit à une équation renfermant des cubes, des

carrés et des nombres, qu'it ne réussit pas à résoudre, après
en avoir fait l'objet d'une longue méditation (*'). On~éctara

donc que cette résolution était impossible, jusqu'à ce que

a

*) ttahMNMdBéa AboûAMatMtAhnjtMot;an 0ombredes M'mata<to!ont ent<-
U<<t'ttNhm~HqMet la ~fom~Me d'âne forçade ~Me eetebMentre toas !MMMMttquise

Mnt<~ee~~p<ece~~Mti&<t~<<tat~B~d,et~tM))pM<dM<~n~T)~M sur cettepartie
de<<titnee~NM<enti<OM:htraMde<)attt)!deede<eMtM,–tetMiM4tt)'<pp<Mt,–)e
traité tntitaM aottMtingt<~pMpM!t!<)M da (premier) livre (des <t<oMnt<)d'Euclide,
daMhd<tnoMtMtiondMqt)d)M<me'<tpMhM<~ndetamppMtt&mdt<on<mite." Jetm-

dulaeeet da M*,da r<tf<&&<tt J~aaMt que peMM<la BtNieiMqaenationale,et quiest

eMtwmedMt<cepMM)~antexte pabMépar C<M<f<(Tôt.t. p. 49t). Au lieude
(J~~

<<h-

<tadet,eM<.daMri<«~hmecMMN.pMte .teMt.duMtM-MdetabiN.
de

fjt!~ (f)t~?)' C&<em!etMt., au Uea de Ï~MJ) ~<' du MRport")?), porte

)~ ~<de)t'i)BMM9'tMAMbaaM«mtoeca~9emh)<ttt<M~deh<!<)mpat!tht)t

detMppMtt (~~J! ~r!Kee)<jetCt<M«<,ipet~a hMotht<M,etc.,Mtett.

QamtMttt<~emtcnMafjedM,tet&.pMMendaMhri<tpo)-te J~LSj! (~,et

puis ,~<~t i~' j ~L~~î
Voiciles vtnxt~h pMpMtttoM

dent N<*<<? t, <, 9,13, <MS,M, !<, 24,M, 30, SMS, <t~t, 47,48. CMMn's pmeem-
ptbt9MMdeeedm~pMM~Jeh!e)~ene<Mq~pheiemwBMtMnM<MeMMtbt<<mt
éMitM)'rMn))ttm)ent<y<Mmat!q)Mdes EMnMabd'&MUde;j*tttenemM doN )MMM.de

~MbLdeL~dMtm&a~tMdeM8etM.–T(~MMM,m~etd'AhnMtt!)),~<teM
<< JîztMMt<<«oMM«MW«,<~e.,t. Vit, p. sa, 80, t<H.tt9, <M.O'BiMMM, Bibi.orknt.,
PMb, «97, fol, p. 524,cet. b, p. Mt. ce!, a.

**)Tetfd-deMMshdtMm~onder<qMtt<mn't7,ttte<«!dit!on<AetB.
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1.

parût(*) AbouDjafarAtMtâzin (**), qui résolut i'équation à

l'aide des sections coniques. Après lui tous les géomètres

avaient besoin d'un certain nombre des espèces des susdits

théorèmes (*), et l'un en résolutune, et t'autreune autre. Mais

aucun d'eux n'a rien émis sur t'énumération de ces espèces,
ni sur l'exposition des cas de chaque espèce, ni sur leurs dé-

monstrations, si ce n'est relativement à deux espèces, que je
ne manquerai pas de faire remarquer (*). Moi, au contraire,

je n'ai jamaiscessé de désirer vivement de faireconnaître avec

exactitude toutes ces espèces, ainsi que de distinguer parmi
les casde chaque espèce lespossibles d'avecles impossibles,en

me fondant sur des démonstrations; car je savaiscombien est

urgent le besoin de ces théorèmes dans tes dinîcaités des

proMèmes. Toutefois je ne pouvais pas m'appliquer d'une

manière suivie à la composition d'un semblable exposé,
ni lui vouer une méditation persévérante, empêché que

j'en étais par les désastres survenus. Nous avons été témoin

du dépérissement des hommes de la science,réduits mainte-

nant à une mince troupe, dont le nombre est aussi petit que
sesafHictions sont grandes, et à laquelle les rigueurs de la

*)La leçon~Mt
eoaanaëeen eSetpMh etMi<mq)Mj?<t<~<JCta~<MtdeeepM-

Mg9(M. de Mnet~. tem. n. p. &M);m~ la leçon qeejed<~&)'a~s No~Uant de

M.Mmmn m'a pMaieUementpf~eMNe,qoeten'aipMhMM* h Meewtr d<Mte texte.

**) tjUxft !~atw AnthMn,doBteeMtMmMtp)meomM)<tceMnvet!taNemMn, Pet-

<Md'or~,Tef~dtM~c~cat,h~m<<tketh<M<)<<e<MmMtMnMBtephn<MK<, #
haMbla foisdansla CMMtmcttendes Instrumentsastronomiques<tdansleur emploi. te-
nommép'wc~~part~dMaeteneNdtMMnteMp!. NomctteMdesM<cdtt:hM)!ede<

StBhM,l'ouvragele pluscélèbreet le pha completqui existesur cetteBMtt&re; le traité
des pMNem<aott(hmet!q<M~.ici eneeK CMMt'est trempeen MaiMnt Hher'M~h.
nanLaUtadiMm. LetSatthM forment me partie~et'MtmMxdettstMMmetOMhes; aa

tmaw à te sujet d'amplesdetttte dNM)'excet!entmémoire4e M.SAf~M sur les iminua.
Mtme. des AMbtt,p.<M-t6: et ta5.Mt. Outrelei <MVKBMmentioméseMM~M,la bi.

NtctM<t<MdeMy~ pMsMean commentairedu dhtenM Mn<des Sëtneats <)M!d9, par
AhetB'ja&tAikMiin.

At<K«h',dMtqaatieMe<tbi)!MS.
*) vo~p.ttetM,ette<dhc<)M!omde<eqMttomn't7etn''tt.

f
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fortune ont imposé l'obligation commune de s'adonner, tant

qu'elles durent, au perfectionnement et à l'exploration d'une

seule science. Maisla plupart de ceux qui par le temps actuel

ont Pair de savants, déguisent la vérité par le mensonge, ne

dépassent pas tes limites de l'imposture et de l'ostentation

savante, etne font servir la quantité de savoir qu'ils possèdent

qu'à des buts matériels et vils.Et s'ils rencontrent un homme

distingué (*) par la recherche de la vérité et l'amour de la

véracité, s'efforçantde rejeter la vanité et le mensonge, et d'a-

bandonner Fostentation et ta tromperie, ils en font l'objet de

leurs mépriset de leurs railleries. C'est Dieu que nous implo-
rons en tout état, c'est lui qui est notre refuge.

Dieu m*agratifié de l'intimité de son excellence notre glo-
rieux et incomparableseigneur, le grand juge, t'moâm, le sei-

gneur AbouTâhir~que Dieuprotongeson élévationet confonde

ceux qui nourrissent contre lui de l'envie ou de l'inimitié!–

lorsque j'avais désespérédéjà de jamais rencontrer un homme

possédant aussi complétement toutes les perfections pratiques
et théoriques, toutes, depuis la pénétration profonde dans les

sciencesjusqu'à la fermeté inébranlabledans ses actions et dans

ses efforts de faire du bien à chacun de ses frères mortels. Sa

présence dilate ma poitrine, sa société rehausse ma gloire; ma

cause grandit enempruntant de la lumière à sa splendeur, et

ma force est augmentée par sa munificence et par ses bien-

faits. Je mesentis donc obligé derenouer le nt de cesrecherches

que m'avaient fait perdre les vicissitudes de la fortune, et de

choisir parmi ce que j'ai approfondi en fait de la moelle des

théories philosophiques avecquoi je puisse approcher de son

siége sublime. C'est ainsi que j'ai commencé à énumérer ces

*) LapoaetMtteadonnéedMt le texteest celledu Ms.B, BMt lesdeax autres )))M)M-
ertU le mot n'Mt p~ poMtaëdmhmt. t<ot~<te~M)dM~mmtea~HteMMm!M!HM"qat
se &MgMeà teehMther,été. ce q<)is'accorderaitsurtout avec)e t)MM<~<eJM<t<Msuivant.
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espècesde théorèmes atgébriques, vu que tes sciences mathé-

matiques sont les plus dignes de la prétérence. Et je saisis la

corde du concours divin, espérant que Dieu m'assiste à pour-
suivrece but, eu indiquant avec exactitudejusqu'où s'étendent

mes recherches et jusqu'où cellesde mes prédécesseurs, dans

ces parties des sciencesnoblesentre toutes les autres. J'appuie
ma main sur l'anse solide de la protection du Très-Haut. C'est

lui qui est le seigneur de l'exaucement, et c'est sur lui que

repose notre confiance en tout état.

Avecl'assistance de Dieu et avec son concours précieux, je
dis L'algèbre est un art scientifique. Son objet, ce sont le

nombre absolu et les grandeurs mesurables, étant inconnus,

mais rapportés à quelque chose de connu de manière à pouvoir
être déterminés; cette choseconnueest unequantité ou un rap-

port individuellement déterminé,ainsiqu'on le reconnaît en les

examinant attentivement(*); ce qu'on cherche dans cet art, ce

sont les relations qui joignent les données des problèmes à

(l'inconnue), qui de la manière susdite forme l'objet de l'al-

gèbre (**).La perfection de cet art consiste dans la connais-

*)OaMett: <Et<man<<Btcet~ehoMconnaeeoMa)yMntt'énonce daprobtème. En

etM, tetdont~M du problème,c'eM-dire lescoetBdenbde t'eqnationateebriqaet taaneUe
on Jeramène,ne sont presque tonjonMIndiquéesdansla énoncerqu'indirectement.

**)Onpeut comprendrecepasM~ede différentesmanières,tant à cause des pronom suf-
NxMfémininsqa'<mpeut mppwter soit à ci«<t<t&,soit à e<cdr(<h)«,qa'a cause da mot
OMMeMaxemployédeax fois de suitedMMdea<Mnsdifférentsenfin à cause da mot

<MB<<rMMt,qui proprement~Me )M<tecidenttw,par oppositionà <n<M<MM(M),h

MMence de Mtteqa'M<tmdMitt)'a<)o!KCe Mat lesttMbatt quijoignent leur sujetà

ce quide la manièreMsditeforme l'objetde ralgèbre oa t ceqnt. cotMtitnelesdon-
nées du ptoN&me car on tronve aussile mott)MfOM<Mexemployédam ce dernier<en9,

MpttméotdiMireMpntparle mot ftXt~otMex.LeMMdupassagereste cependanttonjoan)
eNeetMemeet le même, c'ett-Mire que t'aotent veut paherdesrelationsatgébrtqxesqui
existent entre tMdonneetet t'inManae, et quel'algébriatea àctaMtr.–Ltt dëCaiMondonnée

par rauteur, et qui gtAcesurtout auxpronomsMOfhtt,ne se distinguepas par la ctarte, a
celadetemarqnaMe,q<t'eUen'a plusdit toutégardam deuxopérationsprOhainatre~dontse

composele nomarale de t'atj;èbrf,et quien etfftne constituentque tt t~sottttmt!deséqua-
tioM dopremier degré. C'est an indiced'm état avancéde la science, d'an pointde vue

plus eteré,parfaitementea harmonieavec la manièresupérieuredont l'auteur dans la suite
traMpsonsui~Votr. pour d'autrMdéfinitionsarabesde t'~bre, Nad~i Xta~«, éd. de
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sance des méthodes mathématiques au moyen desquelleson

est en état d'effectuer le susdit genre de déterminatioa des

inconnues, soit numériques, soit géométriques.
Par grandeurs mesurables j'entends la quantité continue,

dont il y a quatre espèces ta ligne, la surface, le solideet le

temps, ainsi qu'on le trouve exposé généralement dans les

catégories, et spécialementdans la métaphysique (*). Quelques
savants considèrent t'espace comme une subdivisionde la sur-

face,subordonnée augenrede ta quantité continuer); maisun

examen exact decette question prouve contre eux que c'est

une erreur. Lavérité est que t'espaceest une surfacedansunétat

et dans descirconstancesdont ladétermination exacteest étran-

gère au sujet qui nous occupe ici. t! n'est pasd'usaged'intro-

duire le temps parmi les objets des problèmes algébriques;
maiss'il avait été fait, cela aurait été parfaitement admissible.

Ït est d'habitude chez les algébristes de nommer dans leur

art l'inconnue qu'on se propose de déterminer « chose»,et son

produit en elle-même <[carré », le produit de son carré en la

chose a cube » le produit de son carré en lui-même<fcarré*

carré », le produit de son cube en son carré «quadrato-cube,
leproduit de son cnbe en lui-même <f cubo-cube»,et ainsi de

suite à une étendue quelconque. Il est connu, par t'ouvrage
d'Euctide sur les Éléments (*), que tous ces degréssont en

ftM8e),tMo.H,p.&M!t'e«tiMtdeMot.i!otMe<!cd.pwH<Men,p.t77.tM,'etanpMM~
ttè~-<nteresMBtde~PMté;<tmeM<d'Ibn JCAaMo~tque j'Mab extrait d'un M*.de la M*

tMotheqaede Leyde maisqueje ne repMdatt pMici, parceque tetextedesPMMpHB~net
sera pMthtiaentmt publiépar M.QaatrtmèKdans les Noticeset Extraits.cela me permet
de me bornerà direqu'on y tronveMce pMMgerelatif t'ttgëbfe dans teehxpXMquitraite
dessciencesmathématiques.Ibn KhoMoùny discute cet sciencesdam t'ordresuivant: t't-

nthm<Hqm(spéculative)-le calcul Mgebre, tes opéMttoMeetttBMfd~es, les

MtMa~M, heeemetrie, la theette dea<!p)tetsphertqtM et deseeniqaet, ta ~Me-
sie, t'eptiqne, t'a<tmaem!e, h théoriedes ttbtM MtMMmtqttee.Letoutettope en-
viron cinqpagesduM<.deLeyde.

*) njxh<)<pt~xMt:tt.
**) Toif ~rMo~, Cttefjor.,cap. 6; Fhys.tV,<ap. t ntt.
') VoirEoeMe, Semm~ <X,pMp.a tqq.
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proportion continue, c'est-à-dire l'unité est à ta racine comme

ta racine au carré et comme lecarré au cube (*);conséquem-
ment le nombre est aux racinescomme les racines aux carrés,

comme les carrés aux cubes et comme les cubes aux carré-

carrés, et ainsi de suite (**).
tl faut qu'on sache que ce mémoire ne saurait être compris

que par ceux qui possèdent une connaissance parfaite des

ouvrages d'Euctide sur les Éléments et sur les Données, ainsi

que des deux (premiers) livres des Coniquesd'Apollonius.
Pour quiconque serait en défaut relativementà la connaissance

d'un de ces trois ouvrages, il n'y a pas moyen de saisir bien

exactement les théories que je vais exposer. Déjà je n'ai pas
réussi sans peine à me borner, dans les citations à faire dans

ce traité, aux trois livres que je viensde nommer.

Les résolutions algébriques ne s'effectuent qu'à l'aide de

t'équation, c'est-à-dire en égalantces degréslesuns aux autres,

comme cela est bien connu. Si t'algébriste emploie !e carré-

carré dans des problèmes de mesure, cela doit s'entendre

métaphoriquement (') et non pas proprement, puisqu'il est

absurde que te carré-carré soit au nombre des grandeurs
mesurables. Ce qui rentre dans la catégorie des grandeurs

mesurables, c'est d'abord une dimension, à savoir la racine,

ou, par rapport à son carré, le côté; puis deux dimensions

c'est la surface; et le carré (algébrique) fait partie des gran-
deurs mesurables, étant la surface carrée. Ennn trois dimen-

sions c'est le solide;et le cube se trouve parmi les grandeurs

mesurables, étant le solide terminépar six carrés. Or comme

iln'ya pas d'autre dimension, il nepeut rentrer dans lacatégo-
rie des grandeurs mesurables ni le carré-carré, ni à ptns forte

*) i:~=<=~:<~
**) a <M== <M <M'= 0~ O-f*==<M!' <M' !=:etc.

"*) Voirau tajet du termede tMteriqnt <K<t<<)<(xte commentairedes MtMmMde HMhr).
K<Mt.ed.!Par:!t,t8t7,t'.A.
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raison tes degrés supérieurs (*). Et si t'en dit que te carré.

carré fait partie desgrandeurs mesurables cela se dit par rap-

port à sa valeur réciproque employée dans tes problèmes de

mesure (**),et non pas parce que les quantités carré-carrées

elles-mêmessoient mesurables, ce qui constitueune différence.

Le carré-carré ne fait donc partie des grandeurs mesurables ni

essentiellementni accidentellement; et on ne peut le comparer
au pair et à l'impair qui en font partie accidentellement, par

rapport au nombre au moyen duquel ta continuité des gran-
deurs mesarabtes est représentée commediscontinue.

Ce qu'on trouve dans tes ouvrages des algébristes, relative-

ment à ces quatre quantités géométriques, entre lesquelles se

forment les équations, à savoir nombres absolus, cotés, carrés

et cubes, ce sont trois équations renfermant le nombre, des

côtés et des carrés(*). Nous allons, au contraire, proposer
des méthodesau moyen desquelles on pourra déterminer l'in-

connue dans l'équation renfermant les quatre degrés dont

nous venons de dire que ce sont eux exclusivement qui peu-
vent faire partie des grandeurs mesurables, à savoir le nom-

bre, la chose, le carré et le cube.

Les espècesd'équations dont la démonstration (*) dépend
des propriétés du cercle, c'est-à-dire desdeux ouvrages d'Eu-

clide sur les Éléments et sur les Données, se démontrent bien

facilement. Pour celles qu'on ne peut démontrer qu'à Faide

*) Il MfBtde rappeler que c'est Descartes qui a repotdx vietotieaMmeetMtte t~a-

menM!on,nnhetteUtmtnt adoptéeavallt !ai.

**)Ii eat facile d'imaginermMmhhNe proNème.$appMom,par exemple,qo'HtoKqeet-
thmd'une sphèredont le volume soit à t'anKëde volumecommeunelignedonnéee à son

Myon;eo<M<!)!MnteertyoBpMf,<mtMa ,7'="

*).c'+&t=a<t, ~*+«==&.t, .t*==o+~. t,'an<eM,voatmtpMterM<ht
pregrè!qn'Ua &!<faireà t'<t!~N)re,fait abstractionen cet endroitdestroia formese = <,
<t znje', bx = xt, qui se trouvaientta~! dus tes oawtjSMdetet pttdeteœeaN, eomm~
de problèmestout à fait Inférieurs.

*) c'est.à-direla demoM'ttttnn des prut<dt<quitomMnent )MWresototion.
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des propriétés des sections coniques, il faut s'en rapporter à

ce qui est contenu dans les deux (premiers) livres des Co-

niques. Lorsque l'objet du problèmeest un nombreabsolu (*),
ni moi, ni aucun des savants qui se sont occupés d'algèbre,

n'avons réussi à trouver la démonstration de ces équa-
tions (et peut-être un autre qui nous succédera comblera-t-il

cette lacune), que lorsqu'elles renferment seulement les trois

premiers degrés, à savoir le nombre, la chose et le carré.

Pour ces espèces, dont la démonstration s'eNectueau moyen
de l'ouvrage d'Euclide, j'en indiquerai ta démonstration nu-

mérique (**). Et sachez que la démonstration géométrique de

ces procédés ne rend pas superflue leur démonstration numé-

rique, lorsque l'objet du problème est un nombre, et non pas
une grandeur mesurable. Aussi voyez-vous bien qu'Euclide,

après avoir démontré certains théorèmes relatifs à la propor-
tionnalité desquantités géométriques, dans le cinquièmelivre

de son ouvrage, donne derechef la démonstration exacte-

ment des mêmes théorèmes de proportionnalité, lorsque leur

objet est un nombre, dans le septième livre (*).
Les équations ayant lieu entre ces quatre degrés sont, ou

simples, ou composées. Des équations simples, il y a six es-

pèces (*):
t" Un nombre est égal à une racine;

Un nombre est égal à un carré;
3" Un nombre est égal à un cube;

*) C'MH-dire ttMqa'tt t'agit de satisfaireà t'~qaotionproposéepar un nombre entier.

Yoyei:la préface.
**) Il fant toujours <tttendK la démonstrationde la t<<otuti<mtottqa'Ut'a~t de Mt~-

Mfe à l'équationpar an nombreM«ef. te ne t<p«eMtplus cette KBNtqaedMMla suite.

*) ~cir fMd., ttem. ~n, pMp.M:.

*)t' a==~; 9' <!=~; a* a~f';
4' 6z=a: 4'~=~; 6*<==e*.

t'edMngeici tes Mmëro; et 6 l'un contre l'autre; c'est t'ordtesairi pluslard par l'auteur

tMtqn'i)discute ceséquatiousune à «ne.
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4" Des racines sont égates à un carré;

5° Des carrés sont égaux à un cube;

6" Des racines sont égales à un cube.

Trois de ces espèces se trouvent mentionnéesdans les trai-

tés des !itgébristes(*).tts disent La chose est au carré comme

le carré au cube; il suit donc nécessairement que i'éga!ité
entre le carré et lecube soit équivalenteà cetteentre la chose

et le carré (**)~et de même le nombre est au carré comme la

racine au cube (*); mais ils n'avaient pasdémontré celagéo-

métriquement. Quant au nombre qui est égal au cube, il n'y

a de moyen, pour trouver le côté de ce dernier, que par la

connaissance préalable de la suite desnombres cubiques (*)

lorsque le problème est numérique; lorsqu'il estgéométrique,

il n'est résoluble que par les sections coniques.
Les équations composées sont en partie trinomes, en partie

quadrinomes. Les espèces des équations trinomes sont au

nombre de douze. Les trois premières sont (*)

i" Un carré et des racines sont égaux à un nombre;

a" Un carré et un nombre sont égaux &desracines;

3" Des racines et un nombre sont égaux à un carré.

Ces trois espèces se trouvent mentionnées dans les traités

des atgébristes~ et y sont démontrées géométriquement, mais

pas numériquement.

*) AtM«!r,les BnméfM1, t.

**)<):*== 4!' ?' dene<ut* == z* lorsque<M== z'.

") a jt* c= <Mt <* (doneaz == je* lorsque<t c=~').

*) Mmet Min! désigneproptement)'ae0ond'allerde ptMeen place eaMtte il

indiqueon ja~sentectpar indeetton,fondésur la eoaMiMaccedes casp<rMM)!eMqu'onob-

tient en tMpmeeaMntran apftf)t'atttM(Voir?)«<« e<JM~e<&,tomeX, p. tt). Ea par-
<Ntttoujoursdecette ttgnMcttfonfontiamentalebien «tbXe, il fandMrendMceterme de

différentesmmiëre~ seton !et circonstances.Voirp. a ait. MH~p. t0, ttg. t, p. 33passim,

p. 48, !ig. &du texte <Mbe, <tadditionc, à peu p)-<tà la & oit a estquestiondu cas
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Les trois espèces suivantessont (")
t" Un cube et des carrés sont égaux à des racines;

a" Un cube et des racines sont égaux à des carrés;

3" Des racines et des carrés sont égaux à un cube.

Les algébristesdisent que ces trois secondes espèces sont

proportionnelles aux trois premières, chacune à sa correspon-

dante, c'est-à-dire que l'équation « un cube et des racines

sont égaux à descarrés est équivalente à celle-ci «un carré

et un nombre sont égaux àdes racines(**),et de même rela-

tivement aux deux autres. Mais ils ne l'avaient pas démontré,

lorsque les objets des problèmes sont des quantités mesura-

bles.Pour lecas où l'objet desproblèmes est un nombre, c'est

une conséquence immédiate du traité des Éléments (*). Or,

j'en démontrerai aussi le casgéométrique.
Les six espèces qui restent des douze, ce sont (*)
t" Un cube et des racines sont égaux~àun nombre;

a" Un cube et un nombre sont égaux à des racines;

3* Un nombre et des racines sont égaux à un cube;

4" Un cube et des carrés sont égauxà un nombre;

5" Un cube et un nombre sont égaux à des carrés;

6" Un nombre et des carrés sont égaux à un cube.

De ces six espèces rien n'a paru dans les traités d'algèbre,

excepté ladiscussionisoléed'une d'entre elles(*). Moi, je les 8

discuterai et les démontrerai géométriquement, pas numéri-

quement. La démonstration de ces six espècesn'est possible

qu'au moyen des propriétés des sections coniques.

*) M" + e~' = tz; U' <t' +<?==<?'; t!' ez' + &t =

*') z* + = ta~, dhM par x, donne <* t e=<'<c.

*) Vu la pMfetttoaMHtéqui a lieuentre CMéquationset tes trois ptéeëdentM.Voir

)M)tee,"t<.
*) t~~+~==<t; t4'~+ot=6z; tt" ~+a=.t*.

16" J!' + M' = <t; t7' a;' + <t ==f~' tt' M.' + a = <
Voir la ditfttMionde r~nation n' 17.
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Quant aux équations composées quadrinonMs, it y en a

deux classes premièrement, cettesdans lesquellestrois degrés
sont égatés à un degré. Ce sont quatre espèces(*)

i" Un cube, des carrés et des racines sont égaux à un

nombre;

a" Un cube, des carrés et un nombre sont égaux à des

racines;

3" Un cube, des racines et un nombre sont égaux à des

carrés;

Un cube est égal à des racines,descarrés et un nombre.

La seconde classe comprend cellesdans lesquelles deux de-

grés sont égalés à deux degrés. H y en a trois espèces(**)
t" Un cube et des carrés sont égaux à des racines et un

nombre;

a" Un cube et des racines sont égaux à des carrés et un

nombre;

3" Un cube et un nombre sont égaux à des racines et des

carrés.

Ce sont là les sept espècesqaadrinomes aucune desquelles
nous n'avons réussi à résoudre que géométriquement. Un de

nos prédécesseurs avait besoin d'un cas particulier d'une de

ces espèces, que je ne manquerai pas de faire remarquer (*).
La démonstration de ces espèces ne peut être effectuée qu'à
raide des propriétés des sections coniques.

Maintenantje vais discuter et démontrer, une à une, toutes

ces vingt-cinq espèces; et j'imptore l'assistancede Dieu qui-

conque seconfie sincèrement à lui, Dieu !edirige et lui suffit.

Première espèce des équations simples. a UNKBAC!Nt;MT

*) i9'.)~+M'+&r=«: !0* a:'+M*+e=~f;
!t'+6.e+a =c~ M'<a!{-&e+e=~

**)~3*~+e.e*=6j'+< M'j:'+&)'=f.t'+<[; M'+<!==<t;'+~.
*) voirladisoMsioadeM.t'MthmK'21.
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E&ALEAUNNOMBRE(*).n Donc, la racine est nécessairement

connue; cequi va égaiemeut pour lenombre et pour les quan-
tités géométriques.

~eow~ e~~C<?.KUN NOMBREESTÉGALA UNCARRÉ(**).M

Ijê carré numérique sera donc connu, étant égal au nombre

connu; sa racine ne peut être trouvée numériquement que

par la connaissancepréalable de la suite des nombres carrés:

car ce n'est que de cette manière qu'on sait, par exemple, que
la racine de vingt-cinq est cinq, et non pas par un procédé

algébrique. Nous n'auroas, à ce sujet, aucun égard àce qu'en
disent ceux, parmi lesatgébristes, qui sont d'un avis différent.

Les Indiens possèdent des méthodes pour trouver les côtés

des carrés et des cubes (*), fondées sur une telle connais-

sance d'une suite de nombres peu étendue, c'est-à-dire sur la

connaissancedes carrés des neuf chiffres, à savoir, du carré de

un, de deux, de trois, etc., ainsi que des produits formés en

les multipliant l'un par l'autre, à savoir, du produit de deux

en trois, etc. J'ai composé un ouvrage sur la démonstration

de l'exactitudede ces méthodes, et j'ai prouvé qu'elles con-

duisent en effet à l'objet cherché. J'en ai, en outre, aug-
menté les espèces,c'est-à-dire que j'ai enseigné à trouver les

côtés du carré-carré, du quadrato-cube, du cubo-cube, etc.,

à uneétendue quelconque, ce qu'on n'avait pas fait précédem-
ment. Les démonstrations que j'ai données à cette occasion

ne sont que des démonstrations arithmétiques~), fondées

sur les parties arithmétiques des Éléments d'Euctide (*).

')'.<'==' x.
**)n,o=ft't==~a.
*) C'«t-!)-diMspourl'extractiondMtaetnes CM)r<Met eaMqnes. Ce quet'Mtew dit

des mëthodMMenaM s'aceordet~eece que nous ensavonspar l'ouvragede CoMMete.

*) Quantà la t«b'iet!M Mpthnte parl'autenr, il tmt t'eatenOtreaM Je n'enai pu
dM))<en même(emptdes demoMtfttioMgéométriques.»

*) CtqotftMtMtrdUMdeMneawtgesM lesd~Ma~ttatiMMnmthemaUqae~de re~-
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tA démoMtration géométrique de la seconde espèce est la

suivante (*). Supposonsque la ligne AB(Rg. t) soit donnéeet

égale au nombre donné, et que AC soit égale à l'unité et

perpendiculaire à AB. Complétons le rectangle AD. B est

connu alors que la mesure du rectangle AD est ce nombre

donné. Nous construisons ensuite un carré égal au rectangle

AD, lequel soit !e carré E, ainsi qu'il a été expliqué par Eu-

clide dans la quatorzième proposition du second livre de son

ouvrage. Le carré E seradonc égalau nombredonné et connu,

et son côté sera pareillement connu, vu la démonstration

donnée par Euclide. Maisc'est ce qu'il s'agissait d'obtenir.

Toutes les fois que nous dirons dans ce Traité <funnombre

est égal à un rectangle nous entendrons par le nombre

un quadrilatère à anglesdroits, dont fun des côtés estl'unité,

et le second une ligne égale en mesureau nombre donné, en

sorte que chacune desparties de sa mesure soit égale au se*

cond côté, c'est-à-dire à celui qui a été pris pour unité.

tO Th~M~M~C~O~. <tUNtTOMB&EJET~<MI.ACN CCBB(**).e

Si l'objet du proMéme est un nombre, le cube sera donc

connu; et il n'y a d'autre moyen pour en trouver le côté, que

traeIIoIIdesr88ÍIIeIIdesdegrélsupérieursquelconquesmesembleared'ulleImportancepI\f8ttteMM<tMMeiM<<t~ degr~fMpttieoK<}ndc<)nt<te<me MmNe<M d'XMimportance p)m
qoe m~diectepoaf t'hMoirede<matMmttiqttMthN )N AMtMt.On Mit<p'apt~ ta MMie-
MMedes letttM, ce fateat .!<~ et f!Meqai abordtftot ce Mjet (ToyMjRwM«e(V!«e

ep<H mtthMMCcain anam whaoea <M)gMb,ed.Ff. tSchooten; La~dmttB~ttTenM,
<<!4<,M., p. iM <qq.,de nttmttOMpotMMampaKmm MMtottoM).? &it<t<MW qoe
rottMcHende la fMiM d'an des~ qaettenqMdépeedde la tiMmute

<~M~M~&M~
~~<~)~'e-a+e)*~c~t))~<<!H'+e~+
~(a~)-a~)~-<<H~<H~~)'
+.

~~<)'~?-~(')'<-t~
==(~-t+<'+<t~+p+?)", M dë$ip)aetptt Ott, ?. etc., les eoeBtcitB«Mnen)itm.

CMnpttrer ee Mjtt cae MNeehistottqte qui se tro~e doM les A'o«M<<M«MM~M<?

M«<A~M«~<M<t<d. par MM.tM~nemet Gtnmo, tom. V, p<g.t9t «n. LenMt arabe

<<«Jb<MMMe*t oaeeonuptioa de e~x*
*) c= < =~ <t t ==AB AC= can< E, deoe !e eAMde )! ==s.

**) m, a s= ~{ ;e == t~o.
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t*

t.) cont)atssanc<*préalable de la suite des nombres cubes, ce

qui va également pour toutes les puissances numériques, te!!es

que carre-carré, quadrato-cnbe, ctibo-cube, ainsi que nous

l'avons dit dès l'abord.

Quant à la démonstration géométrique (*), noussupposons

que le carré AD (ng. a) soit le carré de l'unité, c'est-à-dire

que ABsoit égal à BD, et que chacun de ces deux côtés soit

supposé égal à l'unité. Puis, nous élevons sur le p!au AD, au

point B, une perpendiculaire BC, en la faisant éga!f au nombre

donné, ainsi qu'il a été exposé par Euclide dans !e onzième

livre de son ouvrage (**). Complétons le solide ABCDEZH. I!

est connu que la mesure de ce solide doit être égale au nombre

donné. Puis nous construisons un cube égal à ce solide.

Mais la construction de ce cube ne s'effectue qu'au moyen

des propriétés des sections coniques. Nous la différons donc

jusqu'à ce que nous ayons donné des théorèmes préliminaires

qui se rapportent à ces propriétés.
Toutes les fois que nous dirons « un nombre est égal à un

soudée, nous entendrons ici par le nombre un solide à côtés

parallèles et à angles droits, ayant pour base le carré de

l'unité, et dont la hauteur est égale au nombre donné.

()<Mt~t~K<*espèce. tt Utf CARRÉESTÉGALA CINQDE SES

RAC!NEs(*). Alors le nombre des racines est la racine du

carré. La démonstration arithmétique consiste en ce que la

racine multipliée par eUe-mëme produit le carré, et que la

même racine multipliée par cinq produit également le carré

elle est donc éga!e a cinq. La démonstration géométrique

') ~=o=e t )=BC AB BC.
**)EMmtttt, H, tt
'") 'V. (M~;t*); t'=&.

iOfM<0)tt<t'JC=.Ï', t.X ==.< donc ~.je=6.~ 0)t fC==~
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est analogue à cela; on suppote un carré égal à cinq de s<"t

cotés.

f~M~M cjy~M. <tDKSCHOSMSONT~GAt.ESA UNCt)BK(*).B

Si le probtètne est numérique, il est évident que cette espèce
est équivalente à celle-ci «un Hootbre est égal à un carré, »

Par exemple «quatre racines sont égales à un cube", est la

même chose que si t'en disait aquatre eu nombre est égal à

un carré, ? vu t'existence de la proportionnalité mentionnée

ci-dessus (**).

Quant à ladémonstration géométnque(*), nous supposons
un cube ABCDE(6g. 3) dont la mesure soit égale à quatre de

ses côtés, et dont le côté soit AB.Alors son côté AB, mu!tip!ié

par quatre, produira le cube ABCDE,et en même temps son

côté, mu!tipHépar son carré, c'est-à-dire par le carré AC,pro-
duit le cube; donc le carré AC est égal à quatre.

~M'<~CM~CCe. <tDESCARRÉSSONTÉGAUXAUNCCM(*).

Cela équivaut à aun nombre est égal à une racine, »

Ladémonstration arithmétique consiste en ce que le nombre

est à la racine comme des carrés sont au cube, ainsi que cela

se trouve expliqué dans le huitième livre des Ététnents(*).

*) v, &~=.)~ équipât & t==jc*.

**) Voirp~getO.–M dû cotnerver, !ct et dans ht suite, t'Mpresion "en nemhfe",

pour miens rendre le MMdn texte ot!siMt. Voirla préface.

*) 4. AB= X?*= cabeABCDE
fMf<<AC) AB==(Mrr<AC).M == cubeABCBE,

<tM)t4.AB==(can<AC) AB on 4=ctK<AC=~

*) M.M''==~ équivaut e==.e.

jMmoTMfr.< .e =M' z', donc e~*=e~ dèsque e==<.

*) Je M «MtM~aMi~Mrtueane pMpo~Noada hnitièmeti~Mq~efaotenr eM tcipo

avoir en vtx. cela m'a fait penserque peat-étre te texte portait origtMtKmeat b ~J.

,L~t dans le onzièmelivre dea ~Mmenb eonieetMequi Mmittortobor~een

quelque sortepar la t<t< t~*L}
domanuscritC. En effet, la propositionxt, 34, imptiqnp

commeMï spécialle théorèmequiserait t'expresMOngéométriquede la démonstrationdont
il t'agit ici. Toutefoisje considèrecetteMppMitioncommet«t-4mpMbtbtt, su qne ~Mtfnr

distingue toujours n~oHtcttMntfntles démonstrationsgéom~tntMMdes démonstration4
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Quant à la démonstration géométhque(*), nous suppo-

sous le cube ABCDE (6g. 3) égal au nombre de ses carrés, par

exemple, égal à deux carrés. Le carré de son côté est AC.Donc

la surface AC, multipliée par deux, produira le cube ABCDE;

et en même temps, multipliée par BD, qui est (égale au) côté de

ce (carré), elle produit également le cube ABCDE. Donc BD,

qui est le côté de ce cube, sera égale à deux et c'est ce qu'il

s'agissait d'obtenir.

Toutes les fois que nous dirons, dans ce traité, «carrés du

cube," nous entendrons par cette expression des carrés de

son côté.

Après avoir terminé la discussion des équations simples,

passons maintenant à celle des trois premières des douze équa-

tions trinômes.

Première espèce. UN CARB<ET DIXBACÏNESSONT~CACXA

TttENTE-NECfEN NOMBRE(**).BMuttiptipz la moitié (du nombre)

des racines par elle-même. Ajoutez le produit au nombre, et

retranchez de la racine de la somme la moitié (du nombre)

des racines. Le reste est la racine du carré.

Si le problème est arithmétique, deux conditions doivent

être remplies; la première que le nombre des racines soit

pair, de sorte qu'il ait une moitié (entière) la seconde que le

carré de la moitié (du nombre) des racines et le nombre, ajou-

Je fais observer qae MohammedBen Moù~Aénonce cette équation sous la même form

!')'<tit)f, qt)'A))ihat\Amt a ):<rd<~peut-étn* comme fooiafr~ par )'ttag<
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tés ensemble, produisentun nombre carré. Sinon, le problème,
considéré comme arithmétique, est impossible(*). Géométri-

quemettt, cette espècene comprend pasde problèmes impos-
sibles du tout.

La démonstration arithmétique est facile, et conforme à la

démonstration géométrique. Voici cette dernière (**). Nous

supposons le carré AC(fig. 4)ensemble avecdix de ses racines

égal à trente-neuf en nombre. Supposons encore que dix de

ses racines soient représentées par le rectangle CE. La ligne
12 DE sera donc égate à dix. Divisons-la, au point Z, en deux

parties égales. Alors, parce que la ligne DE a été divisée en

deux parties égalesau point Z, et qu'on lui a ajouté en ligne
droite la partie AD, le produit de EA en AD, qui est égal an

rectangle EB, ajoutéau carré de DZ, sera égal au carré de ZA.

Mais le carré de DZ, qui est la moitié (du nombre) des ra-

cines, est connu, et le rectangle BE, qui estle nombre donné,

est également connu. Par conséquent, le carré de ZA et la

ligne ZAseront connus; et lorsque nous retranchons ZD de

XA,le reste ADsera connu.

*) M t'Mtear se trompe; mMM 4esd<o~ Mn<!KioMn'Mtn<CMMi)'epMtrqxe soit
entier. D~ignoMpar <mn MmbMpMiMfetin-atieanet.par<tan nombrepositif et entier;¡
Mpp<xoM<t> ttete=~.«, 6=0– a. certainement e ne sera pMthM an

nombre pair, ai <t.< +
('Y*)

°°'
(*2*)

Mmhtt carré, VBqtte as rMtM

nombte entier.

DE

**)AD==AB=!t,DE=<0,BE=~,DZ=ZE=
3

EA AD'+ M'= S~HCtM<,)N<n)tn<s, !t,6) <mBE+M'= ZA'~

BEet DZ étant MnnM, il fn sera de même pour ZA et penr (ZA ZD) = AC = .e.

~roMte pttnetpe de cette (MtMMtrttien la proposition d'EueMe exprime que (6-~<) <-t-

+
~y

~Y nmhon avait (4-}-) <r = + &t= <t, donc <t +
(~)'

=
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Autre démonstration (*).Supposons que ABCU(fig. 5) soit

un carré prolongeons BA jusqu'à E, et faisons EA égale à

un quart (du nombre) des racines, c'est-à-dire à dem et

demi. Prolongeons DA jusqu'à Z, en faisant ZAégale à un

quart (du nombre) des racines. Menons d'une manière sem-

blable des lignes de tous les sommetsdu carré et complétons
la figure HT. Elle sera un carré, parce que ZE, AC et CT

sont des carrés, vu ce qui se trouve exposédans le sixième

livre des Ëtéments (**).Les quatre carrés situés dans les coins

du grand carré sont égaux chacun au carré de deux et demi;

con&équemment leur somme sera égale à vingt-cinq, c'est-

Cette(Mmomtmtienett eMeatMtementla nt~meque cette tomee porMettamtMdBen
Moût&wye!!MiHMtde RûMn,pagest! et A.MehMMBet)BenM<M~ea ejontcâne seconde,
dontvoie!fesp0s6 (voir1Ig,6, G)doct ~ett: fMpo<e (wtf tg. 6, a)

= 39.j)~tM«MtpMpM<!e + t0 ;e ==39.

D<<M<MM~

'ttK'Mc,EMment~Yt,9i.
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a-dire au carré de ta moitié(du nombre) des racines. Le rec-

tangle ZBest égal à deux et demie des racines du carré AC,

parce que ZAest égale à deux et demi. Les quatre rectangles
seront donc ensemble égaux à dix racines du carré AC. Mais

on avait supposé le carré AC ensemble avec dix de ses ra-

cines égal à trente-neuf en nombre. Conséquemment le carré

HTest égal à soixante-quatre. Prenons-en la racine, et retran-

chons d'elle cinq. ït reste AB.

Supposonsencore(*)qu'une ligneAB(fig.6) soit donnéeéga!e
à dix, et que l'on demande lecarré qui, ajouté auproduit deson

coté en AB,soitégalau nombre donné. Représentons lenombre

donné par lafigure E, laquellesoitun parallélogramme à angles

droits,ainsique nous l'avonsdit précédemment**). Appliquons
à ta ligne ABun parallélogramme égal au rectangle E et excé-

dant d'un carré, ainsi qu'Euclide t'a expliqué dans lesixième

livre desÉléments. Que ce soit le rectangle BD, et que le carré

excédant soit AD; le coté AC de ce carré sera connu, confor-

mément à ce qui se trouve établi dans les Données (*).
Seconde espèce. UtfCANt~ET CN NOMBRESONT~GAUXA

CESRACtNEs(*). » II est nécessaire, dans cette espèce, que
le nombre ne soit pas ptus grand que le carré de la moitié

(du nombre) des racines. Sinon, le problème est impossible.

Lorsque le nombre est égal au carré de la moitié (du nombre)

des racines, la moitié (du nombre) des racines est elle-même

la racine du carré. Lorsquele nombre est plus petit, on le re-
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tranched u carré de la moitié (d unombre) des racines, on prend

la racine du reste et on l'ajoute à la moitié (du nombre) des

racines, ou la retranche de cette dernière. Le résultat, tant de

l'addition que de la soustraction, est la racine du carré.

La démonstration arithmétique est conforme à la démons-

tration géométrique (~) (qui suit). Supposons un carré ABCD

(6g. 7), et supposons (te rectangle) ED, égal au nombre, joint

à ce carré du côté de AD. Le rectangte (produit) EC sera donc

égat à dix (**) côtésdu carré AC, et conséquemment EBsera égate
à dix. Que dans la première ngure (7, t) ABsoit égale à !a moitié

deEB, dans la seconde (7,4)plus grande, et dans la troisième (7, a)

plus petite que la moitié deEB. Alors, dans la première figure, AB

sera égale à cinq. Dans la seconde et dans la troisième figure,

divisons EBau point Z, en sorte que la ligne EB soit divisée en

deux parties égales au point Z, et en deux parties inégales

au point A. Donc, le rectangle EA en AB, ajouté au carré de

ZA, sera égal au carré de ZB, ainsi qu'it est expliqué au second

livre des Éléments. Le rectangle EA en AB étant égal au nom-

bre, est connu; conséquemment, lorsqu'on le retranche du
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carré de ZB,qui est la moitié (du nombre) des racines, le carré

de ZA,qui reste, sera connu. En retranchant dans ta troisième

6gure ZAde ZB, et dans la seconde figure en ajoutant ZAà

ZB, on obtient pour reste ou pour somme la ligne AB,Et

c'est ce qu'il s'agissait de trouver.

On peut, si l'on veut, démontrer cela encore d'autres ma-

nières (*);maisnous nous bornons à ceci, de peur d'être pro-
lixe. SupposonsC*)qu'une ligne AB(6g. 8) soit donnée égale
à dix, et qu'on demande à retrancher d'elle une ligne telle

que, lorsqu'on la multiplie par AB, ce produit soit égal au

carré de cettemême ligne, plus un autre rectangle, lequel ne

soit pasplus grand que le carré de la moitiéde AB,c'est-à-dire

plus le nombre donné qui soit représenté par le rectangle E.

Nousnous proposons donc de retrancher de ABune ligne dont

t} le carré plus le rectangle E soit égal au produit de ABen

*)VoiciFeiposedeta d&MBt.tttthmqueMohammedBéaMott&(M;thmdeRoatn,
pageteet~)donnedecetteespèce(voyezOg.7.«)
~tM«Mt pfOtMt~ + « = tO
D~M)M<ra«ott &D=<HB=Ttt;BB==BN.BC=~.tO;

puisMohammedBenMeûttajouteKntementque a +1MtbfeM MMià l'équationpn)p<x.<e,
MMle d&nontttf.

**)AB= 10= b, E = a. Lt«MM)fM<iond'Enctide, NëtneotsVt, M, implique la

<Mttrn)iMtbnd'ttM)igneBC teMeqxeE = AZ = AB BC BC'on BC* a = b Bc
'tenc M: = jf
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cette ligne. Or, appliquons à laligue connue ABun rectangle

éga! au rectangle connu E et défaillant d'uu carré, ce qui est

possible (*), parce que le rectangle E n'est pas plus grand que
le carré de la moitié de AB.Que cesoit )e rectangle AZ, et que
le carré défaillant soit CD, conformémentà ce qui est exposé

par Euclide dans le sixième livre des Éléments. Le côté CR

seraalors connu, ainsiqu'il est expliqué dans lesDonnées(**).

Mais c'est ce qu'il s'agissaitde montrer.

Il est évident que cetteespècecomprend différents cas (*),

et qu'eUedonne lieu à des problèmes impossibles(*). Quant

aux conditions de sa so!ubi!ité en nombres entiers, elles peu-

vent être déduites de ce que nous en avonsdit a l'occasion de

la première espèce (*).
?)OM<<MMCespèce. « UNtfOMBMETDESRACttfESSONTÉGAUXA

CNCARRE(*). On ajoute le carréde ta moitié(du nombre)

des racines au nombre, puis on prend la racine de la somme,

et l'ajoute à la moitié (du nombre)des racines. Ce qui résulte

est la racine du carré.

Voir Euclide, Ëtementt,Vt, 27,28.

Prop. 56.

*) AMFOifteStM O.
<*

~t\*
*) A MvoirtoHqae<t>

t.).

*) En ce ta-ci, unedMdeuxvatenrapourradireentête MMqa'Mcanede*deux ccn-

dMomdotttveutpartert'ant<'t)<-«)tt)fmptie;oan'aqa'&MppMer<t=T.<![,6=<r-t-tt,ane
desdeex solutions tem «. M<!<mêmeafin de tes rendre entières tMtet tes deux, la pre-

/&\°
tnitre condition,qae b soit pair, n'est pasaëceeMireet qMntà la Mtottde.que

) –a
a

doit être aa nombre Mrrë, tt est eecMMUttMatooent que cette expressionsoit de la

forme
( )

p désignmton nembtt eatier pair ou impair. Pour t'en convaincre, il

aaMt de Mpt'eser <t=a.p, &==a+p ende~igMotpar a un nombrepositif, entier

et pair, par p un nombrepositif,entieret impair.
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Démonstration (* Que le carré ABCH(6g. 9) soit égat à

cinq de ses racines plus six en nombre. Retranchons-en le

nombrequi soit représenté par le rectangle AD.Il reste le rec-

tangle EC, égal au nombre de racines, lequel est cinq.Laligne
EB sera donc égalé à cinq. Nous tadivisons en deux parties

égales au point Z. La ligne EB sera donc diviséeen deux par-
ties égales au point Z, et en même temps on lui a ajouté la

partie EA., d'où it suit (**)que le rectangle BAen AE, c'est-à-

dire le rectangle connu AD, plus le carré connu de EZ, est

égalau carré de ZA. Le carré de ZA et ZAseront donc connus.

MaisZBest connue; conséquemment ABest connue.

11existe encore d'autres démonstrations de ce théorème (*),
la recherche desquelles peut servir d'exerciceau lecteur.
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Supposons encore *) qm' la ligne BE(fig. to) soit égaleau

nombre des racines, et qu'on demande un carré et son côté,

en sorte que ce carré soit égalau nombre (donné) de ses cotés

plus le nombre donné. Que le nombre donné soit repré-
senté par le rectangle T, et que H soit un carré égal à ce

rectangle. Construisons un carré égal à la somme du carré H 15

et du carré de EK, ligne qui est égaleà la moitié du nombre

des racines. Que !e carré construit soit Z. Faisons KC égaleau

côté de Z, et complétons le carré ABCD.Celui-ci sera le carré

qu'il s'agissait de trouver.

Il est évidentque ni cette troisième espèceni la première ne

donnent lieu à rien d'impossible, tandis que c'est le cas pour
la seconde espèce, laquelle eu même temps comprend diffé-

rents cas, ce qui n'arrive pas dans les deux autres.

Démontrons maintenant que lesespècesde laseconde triade

de ces équations sont proportionnelles àcellesde la première.
Première espèce. a UNCUBEETDESCARRÉSSONTÉGAUXA

DESR~ctNES(**).Supposons un cube ABCDE(fig. î t), pro-

longeons AB en ligne droite jusqu'à Z, faisons AZ égaleau

nombre des carrés, et complétons le solideAZHTCDen guise
de prolongement dn cube AE, comme cela se fait habituelle-

ment. Le solideATsera égalau nombre de carrés, et le solide
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BT, qui est égal au cube plus le nombre donné de carrés,
sera égal au nombre donné de racines. Construisons un rec-

tangle & égal au nombre donné des racines; la racine, c'est

le côté du cube, c'est-à-dire AD. Donc le rectangle K, mul-

tiplié par AD, sera égal au nombre donné de cotés. D'un

autre côté, le rectangle HB, multiplié par AD,produit !e cube

plus le nombre donné de carrés. Mais ces deux solides sont

égaux; c'est-à-direle solide BTet le solide construit sur K et

ayant pour hauteur AD.Conséquemment, leurs basesseront

réciproquement proportionnelles à leurs hauteurs. Or, leurs

t6 hauteursétantégales,leursbases nécessairementteserontaussi.
Mais la base HB est égale au carré CBplus le rectangle HA

qui est égal à cenombre de racines (de CB)quiavait été donné

pour les carrés. Donc K, qui est le nombre donné pour les ra-

cines, est égal au carré plus le nombre de racines donné pour
les carrés. Maisc'est ce que nous nous proposions de démon-

trer.

Voici un exemple de cette espèce. Un cube et trois carrés

sont égaux à dix racines; cela équivaut à: un carré et trois ra-

cines sont égaux à dix en nombre.

~C0/!<&*<M~C~.a UNCUBERTDEUXR&CtNESSONTECMTXA

TROtsCAja&Es('). » Cela équivaut à un carré plus deux est

égal à trois racines.

Démonstration. Supposons un cube ABCDE(6g. ia), lequel,

ajouté à deux de ses racines, soit égal à trois carrés. Suppo-
sonsde plus un carré H égal à CB,et une droiteK.égaleà trois.

Le produit de H en K sera alors égal à trois carrés du cube AE.

Construisons sur AC un rectangle égal à deux, et complétons

*)Xt,t-~==M' (.t'+M==9.<).
C<'tM)M<f.: tabeMCM==z', B==CB=a; K==9, B.&==~; AL=!, iT=~

BT==ZB.tC'==XB. M==AE+A'r=~+M-=! donc XB-=3!

B[.==BC+At.==T"-t-ï; Bt.:=M<.A:==3;r;d<mt r'+t=3j-.
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le solide AZCTD;it seraégat au nombre de racines. Maislors-

qu'on multiplie la ligneZBpar le carré de AC, it résulte te

solide BT, et le solide ATest égal au nombre de côtés; con-

séquemment, le solide BTsera égal au cube plus une quantité

égale au nombre de ses côtés. Le solide BT sera donc égal

au nombre de carrés. Il en suit, d'une manière analogueàce qui
a été expliqué dans le théorème précédent ('"), que la ligne ZB

est égale à trois. En même temps le rectangle BL est égal à

un carré et deux. Conséquemment, un carré et deux sera égal
à trois racines, parce que le rectangle BL est formé par le

produit de ABen trois. Maisc'est ce qu'il s'agissait de démon-

trer.

Z~OM~Mespèce. «UttCUBEESTÉG&Ï.AUNCA~RÉETTROIS

RACtNBS(**).)' Cela équivaut à un carré est égal à une racine

et trois en nombre.

Supposons un cube ABCDE(fig. t3) égal à son carré, plus
trois de ses côtés. Retranchons de la ligue AB, qui est le côté

du cube, la ligne AZégaleau nombre des carrés, lequel est 1

un, et complétons le solide AZTHC. Alors ce solide AZTHC

sera égal au nombre donné de carrés. Il reste donc le solide

ZE égal au nombre donné de côtés; et l'un des deux solides

sera à l'autre comme la baseZC à la base ZL, ainsi que c'est

démontré dans le onzième livre des Éléments (*), puisque
leurs hauteurs sont égaies. Mais le rectangle ZC est égal à

') C'«t-Mhe,lesdeuxsolideszo.ic-àet3x'étant~tm)t,leursbasesdoiventêtreréci-

ptoqeeo)mtpMp<)rtioMMBM&teaK)Mttteot<ior,ttartbM<sattnt<gatM(te ==~'),leurs
hMttar:seront<t~M,ZB=:8.DtMlethéorèmeprécédentteshauteursétaient~«t et
onendéduisaitt'~ttitédesbaies.

*')xn, tz'+~=ic' (~=t..t'+3.e).
~MxM)M~.cube ABCDE=.t' = t. a~' + 3~; AZ==c = t, TC= t. <t=

TL=AE–TC=~–t.z'=:.t; ZC==AZ.AC==t.<;
TL TC==ZL ZCou 3je =ZL x, donc ZL= 3

CB=ZC+ZLon~=t.jf+3.
'") EMMdc,Eléments,Xt,M.
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une fois la racine du carré CB,et le rectangle ZL est le nom-

bre des racines, à savoir, trois. Conséquemment, le carré CB

sera égal à une racine plus trois en nombre, et c'est ce que
nous nous proposions de démontrer.

Tant que ces démonstrations (des équations to, tt, ta) ne

sont pas entendues de cette manière (géométrique; tandis

qu'auparavant on ne les avait envisagéesque du point de vue

purement arithmétique, voir pg. 11, Ig. to), l'art de l'algèbre
u'est pas véritablement scientifique, bien que cette méthode

de démonstration exige qu'on aborde quelques difficultés.

Or, après avoir traité précédemment ces espècesd'équations

qui peuvent être démontrées au moyen des propriétés du cer-

cle, c'est-à-dire au moyen de l'ouvrage d'Euclide, occupons-
nous à présent de la discussion de celles dont la démonstra-

tion ne peut être donnée qu'au moyen des propriétés des

sections coniques. Ces dernières espèces sont au nombre de

quatorze, comprenant ï" une équation simple, à savoir l'é-

quation a un nombre est égal à un cube; a" six équations
trinômes qui restent (encore à être discutées, desdouze équa-
tions trinômes proposées dans le tableau général des équa-
tions algébriques); 3° sept équations quadrinômes.

Faisonsprécéder cette discussionpar quelques propositions
fondées sur l'ouvragedes Coniques (*), afin d'offrir à l'étudiant

un arrangement systématique, et ann que dans ce Traité

nous n'ayons à renvoyer à plus des trois ouvrages mention-

nés, à savoir, les deux ouvrages d'Euctide sur les Éléments

et sur les Données, et les deux (premiers) livres du traité

des Coniques.
Trouver <~M.rlignes <?/<<'</CM.tautres lignes (~WM~M),

Cecines'appliquequ'aupremierdes tfo)!.thét) ëmMpréliminairesqui suivent.
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~<*//M/M<<'y~f ces~MM/~lignessoientC~V~O~~OKMW~M<!(*).

Que les deux droites (données) soient AB, BC(6g. t~), et t8

plaçons-lesde manière qu'elles renferment l'angle droit B.

Construisonsuneparabole dont lesommet soit situéau point B,
dont l'axe soit ~C, et dont le paramètre soit BC. Que ce soit

la conique BDE. Elle sera connue de position, parce que son

sommetet son axe sont connus de position, et que son para-
mètre est connu de grandeur. Elle touchera la ligne BA,

parce que l'angleB est un angle droit, et conséquemment égal
à l'anglede l'ordination, ainsi que cela est démontré dans la

trente-troisièmeproposition du premier livre des Coniques(**).
D'une manière semblable nous construisons une autre para-
bole ayant pour sommet le point B, pour axe AB, et pour

paramètreAB, laquelle sera la conique BDZ,ainsi que celaest

démontré par Apollonius dans la cinquante-sixième proposi-
tion du premier livre (*). La conique BDZtouchera la ligne
BC.Lesdenx paraboles s'entrecoupent donc nécessairement.

Que D soit leur point d'intersection. Alors le point D sera

connu de position, parce que les deux coniques sont connues

de position.Abaissonsdu point D deux perpendiculaires DH,

DT, sur AB,BC. Elles seront connues de grandeur, ainsi que
cela estdémontré dans les Données (*'). Et je dis qu'alors les

*)AB:x=:t $=~ :BC.
CMM<n<e<fMtB sommet, BCaxe, BC paramètrede la paraboleBDEj

B sommei, BAaxe, ABparamètrede la parabole BDZ;

PtMb. BDE. RD"= BR BC, HD=BT, doMBC:BT==BT BB

PMtb. BOZ.DT*==BA BT, DT=BB, 'ioM_BT aB=HB: BA

conséquemmentAB BH=BHB T = BT BC

je = BH,y ==BT
C'est la secondedes deux MMtrucMoMde et problème attribuées à jtftHecAmf.VoirAr.

cMm~e. éd.d'Oxford,pg. <4:.

**) Voitt'tdttiond'0\fcrd, t'te, M., p M.La propositiontaq~He l'auteur faita<ht-
doo y estlatrente-dtttueme.

*) Mit.d'Oxford, )hfe t, prop. M.

*) Toirpropp.30. M, M.
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quatre lignes AB, Mi, BT, BC, sont en proportion con-

tinue.

Démonstration. Le carré de HDest égal au produit de BU

en BC, parce que la ligne DHest ordonnée de la parabole BDE;

conséquemment BCest à HD, laquelle estégate à BT, comme

BT à HB. La ligne DT est ordonnée de la parabole BDZ.Le

carré de DT,laquelleest égale à BH,sera donc égal au produit
de BA en BT. Conséquemment BTsera à BHcomme BRà BA.

Les quatre lignes sont donc en proportion continue; et la

ligne DH est connue de grandeur, vu qu'eue est menée d'un

point connu de position à une ligne connue de position. sous

un angle connu de grandeur; et semblablement DT sera

connue de grandeur. Il suit donc que les deux lignes BH,

BT,sont connues de grandeur,et qu'eues sont en même temps

moyennes proportionnelles entre les deux lignes AB, BC,e
c'est-à-dire que ABest à BH comme BH à BT, et comme BT

à BC. Maisc'est ce qu'il s'agissait de démontrer.

t9 Étflnt donnésle carr~~CD (6g. t5,i), base du parallélipi-

/)<K&'/W&<* ABCDE, et /<?C<M7~/tMf,CO/M~'M~TSsur MH

<'o/M/M~base un /M/M/p~o~ rectangle ~a~aM~o&dt*donné

ABCDE (').

Faisons ABà MZcomme MZà K, et puis ABà K comme ZT

à ED. Plaçons ZT de manière qu'ette soit perpendiculaire au

plan MH au point Z,et complétons le solide MZTH.Je disque
cesolide est égal au solide donné.

Démonstration. Le carré AC est au carré MH comme AB

à K. Le carré AC sera donc au carré MHcomme ZT, la hau-

*)OndéterminaRet ZTanmoyendesdeaxptopottiOM
t) AB Mï=MXK
t) AB K= ZT ED

it Mit AB: tM'= M EN.donc )~ Mt = M'. M
~u MtMeBE= solide])fra.
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teur du solide MTH,à ED la hauteur du solide BE.Il suit que
les deux solides sont égaux, puisque leurs bases sont réci-

proquement proportionnelles à leurs hauteurs, ainsi que c'est

démontré dans leonzième livre des Éléments (*).
Toutes les fois que nous nous servirons de l'expression

« solide, nous désignerons par cela un parallélipipède rec-

tangle et de même, toutes les fois que nous nous servirons

de l'expression « figure plane», nous voudrons parler d'un

rectangle.
Étant donné un solide ABCD ( fig. t5, 9) dont la base ~C

est carrée, co~~w~c M/tsolide dont la base soit un carr~ la

hauteur égale a /o!c donnéeJF?, lequelsoit ~<aa solide

<~w~ ~CD (").
FaisonsET à BDcomme AB à K, et prenons entre ABet K

une moyenne proportionnelle EZ. Faisons EZ perpendiculaire
à ET, et complétons TZ. Puis faisons EH perpendiculaire au

plan TZ et égaie à EZ, et complétons le solide HETZ. Je dis

que le solide T, ayant pour base le carré HZ et pour hau-

teur la ligne donnée ET, est éga! au solide donné D.

Démonstration. Le carré AC est au carré HZ comme AB 20

à K; conséquemment le carré AC sera au carré HZcomme ET

à BD. Les bases des deux solides étant ainsi réciproquement

proportionnelles à leurs hauteurs, les solides seront égaux. Et

c'est cequ'il s'agissait de démontrer.

Ces préliminaires établis, nous pouvons donner la

résolution de la /WM~cmeespèce des ~«~«~M wM/)/e.<,

*)Ptop.34.
**)Ondéterminet etEZaamoyeedMdeuxpMport!om

t) E'r:BD=AB~K
3)AB:):z=tX:K

t)suit 15' EZ*==t!T BD,doncAB*.BD=='E'.ET
on soUdeD==MtMeT.
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laquelle était « U}f CUBEKSTEGALA UN NOMBRE(*).»

Représentons le nombre par te solide ABCD(<ig.)6), dont

la base AC soit le carré de l'unité, comme nous l'avons expli-

qué précédemment (**),tandis que sa hauteur soit égale an

nombre donné. Nous désirons construire un cube égal à ce

solide. Prenons, entre les deux lignes AB, BD, deux moyennes

proportionnelles: celles-ciseront connues de grandeur, comme

nous venons de te démontrer (*). Que cesoient les lignesE, Z.

Faisons HT égale à la ligne E, et décrivons sur HT le cube

THKL. Ce cube et son côté seront connus de grandeur, et je
dis que ce cube est égal au solide D.

Démonstration. Le carré AC est au carré TK en raison

double de AB à HK, et la raison double de ABà HKest égale

à la raison de ABà Z, de ta première à la troisième desquatre

lignes, et conséquemment égale à la raison de la seconde HK

à la quatrième BD. Les bases (TK, AC)du cube L et du so-

lide D sont donc réciproquement proportionnelles à leurs

hauteurs (HL- HK et BD).Il suit de là que cesdeux solides

sont égaux, et c'est ce qu'il s'agissaitde démontrer.

Après cela, occupons-nous des six équations trinômes qui
restent à être discutées.

Première espèce. « Ujf CUBEETDESCÔTRSSONT~GAUXA

UNNOMBRE(*). » Faisonsla ligne AB(fig. 17) égale au côté

*)ut.a=~.

F!)iMMAB==BC=t,BB=<t;

déterminons denx tigatt E, Z en sorte que AB E = <! Z ==X Ba;

t)ttt!t AB'E=AB:Z=E:BD,

donc E==AB**B))=<.o==<ï a

ou, en faisant HT = E, a == HT. je = HT.

**) PX. t5.

*) Pg. M nit. sqq.

*)XMt,.)!'+&<;==tt. AB'==&,AB*BC=0.

Bsommet, BZ au, AB ptr~m~tfe de la parabole HBD.

BC diamètre dit Mrete CDB.
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d'un carré égal au nombre des racines lequel côté sera

donné. Construisons ensuite un solide dont la base soit

égale au carré de AB, dont la hauteur soit égale à BC, et

lequel soit égal au nombre donné construction que nous

avons enseignée dans ce qui précède (*), et faisons BC per-

pendiculaire à AB. On sait d'ailleurs (**) ce qu'il faut en- 2t

tendre dans notre traité par le nombre solide c'est un so-

lide dont la base est le caré de l'unité, et dont la hauteur est

égale au nombre donné, c'est-à-dire à une ligne dont le rap-

port au côté de la base du solide est égal au rapport du

nombre donné à l'unité. Prolongeons ABjusqu'à Z, et cous-

truisons une parabole dont le sommet soit B, l'axe BZ, et le

paramètre AB; ce sera la conique HBD. Elle sera connue de

position, comme nous l'avons expliqué dès la première de ces

constructions (*), et touchera la ligne BC. Décrivons sur BC

un demi-cercle il coupera nécessairement la conique. Que le

point d'intersection soit D. Abaissons de D, qui, comme on

sait, sera connu de position, deux perpendiculaires DZ, DE,

sur BZ, BC. Elles seront connues de position et de grandeur.

La ligne DZ étant ordonnée de ta conique, son carré sera égal

au produit de BZ en AB; co"séquemment AB sera à DZ, qui

est égale à BE, comme BE à ED, qui est égale à ZB. Mais BE

est à ED comme ED à EC. Les quatre lignes suivantes sont

donc en proportion continue AB, BE, ED, EC; et conséquem-
ment le carré de la première ABest au carré de la seconde BE

Pxrtb. UX= AB.Bi!,BX=BE, BZ==t)E.AB:BE==BE:DE

(;fK-)< _BE:DE==OE:~
.a .s S 2;

-B':M'==BE:E< M'=7B'.KC
1 a s i)
*i)Ë'+~n' EB~AB'. K<:+AB* KB==AB*.Bn))BK- 6E==<t,jf=:BE.

*) Voirpag. M.

**)Vo)r)Mg.)A.

"*)\oirp.t;: M.
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comme la seconde BEà la quatrième EC. tt suit de là que te

solide dont la base est le carré de AB,Pt la hauteur EC, est

égal au cube de BE, puisque leurs hauteurs sont réciproque-
ment proportionnelles à leurs bases. Ajoutons à tous les deux

le solide, dont la base est le carré de AB, et la hauteur EB.

Lecube de BE, plus cesolide, sera égal au solide, dont la base

est le carré de AB, et la hauteur BC,lequel solide nous avons

posé égal au nombre donné. Maisle solide dont la base est le.

carré de AB, qui est égal au nombre des racines, et la hau-

teur EB, qui est le côté du cube, sera égal au nombre donné

de côtés du cube de EB.Conséquemment le cube de EB, plus
le nombre donné de côtés du même, est égal au nombre

donné; et c'est ce qu'il s'agissait d'obtenir.

Cette espèce ne présente ni variété de cas, ni problèmes

impossibles (*).Elle a été résolue au moyen des propriétés du

cercle combinées avec celles de la parabole.
Seconde espèce des six équations trinômes. « UNCCBBm*

22 NOMBRESONT~6AoxADESCÔTES("). Faisons la ligne AB

(fig. 18) égale au côté d'un carré égal au nombre des racines,

et construisons un solide ayant pour base le carré de AB, et

égal au nombre donné. Que la hauteur de ce solide soit BC,

et placée perpendiculairement à AB.Décrivons une parabole
dont le sommet soit situé au point B,et l'axe dans la direction

de AB, et dont le paramètre soit AB. Cesera la courbe DBE,

*)L'<q)Kt<ion+ &< a==0n'admetqu'uneseuleracineréelle,laquelleesttoujours
pMiHve.

**)xn-, ~+&=&z. Aa*==6,AB'.BC===o.")

B sommet, BUme, ABpMMtMre de h pafaMe DBE.B mommet, BH aae, ABptramètro de la parabole DBH.

CMaxnet, CT axe, BC pMMtètte det'hypetMeëqnitatère ECZ.

Hypetb.: iT*=BT.CT. N':ET=ET:T(;

M~b.: Ia== BH.AB,EH=BT,BH=ET.AB: BT=BT:ET_
.-a -:1 .i .i
AB*:BT= BT TC,'BT===AB'.TC

By'+AB*.BC=AB'.TC-r75'.BC=AB' BTMBT*+«=&.BT,jf==BT.
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connue de position Puis construisons une seconde conique,
à savoir une hyperbole, dont le sommet soit situé au pointC,

et l'axe dan.t la direction de BC, et dont le paramètre et !e

grand axe soient tous les deux égaux à BC; que ce soit la

courbe ECZ. Cette hyperbole sera connue de position, ainsi

qu'it est démontré par Apollonius dans la cinquante-huitième

proposition du premier livre (*). Les deux coniques se ren-

contrent ou ne se rencontrent pas. Si elles ne se rencontrent

pas, le problème est impossible. Maissi eues se rencontrent,

soit par contact en un point, soit par intersection en deux

points, te point de rencontre sera connu de position. Queles

deux coniques aient une intersection au point E abaissons

de E deux perpendiculaires ET, EH, sur les deux lignes BT,
BH. Les deux perpendiculaires sont infailliblement connues

de position et de grandeur. La ligne ET est ordonnée (de

l'hyperbole); conséquemment le carré de ET sera au produit
de BTen TC comme le paramètre au grand axe, comme cela

est démontré par Apollonius dans la vingtième proposition du

premier livre(**).Maiste paramètre etlegrand axe sont égaux;
le carré de ET sera donc égal au produit de BT en TC. U

suit de là que BT est à TE comme TE à TC. D'an autre

côté, le carré de EH, qui est égal à BT, est égal au pro-
duit de BH en BA, comme cela se trouve démontré dans la

douzième proposition du premier livre du Traité des Coni-

ques (~*); conséquemment AB est à BT comme BTàBH, et

comme BH, qui est égale à ET, à TC. Les quatre lignes sont

*)M.d'onf.p.89,Prop.à9. LudeuxMM.portentbientouslesdeux tandisque

Mauraitétéécrita~ semblablementlaSt*prop.étaitcitéeparl'auteurcommelaM'.
(Votr~.M.)MeemMedoneqMftmtem'«MitMttSlesyen!:unerédactiondesConiques
onpeadifférentedelanôtre.

**)TM.<ro~.p.46,Ptop.f.
*")M. d'0!tf. p.St.Prop. )).t.

-t
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donc en proportion continue, <'t le carré de ta pfemière AB

sera au carré de la seconde BT comme ta seconde BTà la qua-
tnèmeTC. Il suit de là que le cube de BTestégatausotidedoot

!a base est le carré de AB, et la hauteur CT. Ajoutons à tous

les deux le solide dont la base est le carré de ABet la hauteur

BC, lequel nous avons fait égal au nombre donné. Alors le

X; cube de BT, plus le nombre donné, sera égat au sonde dont la

base est le carré de ABet la hauteur BT, lequel représente ie

nombre de côtés du cube.

H est évident que cette espèce comprend différents cas,

et que certaius, parmi les problèmes qui dépendent de cette

espèce, sont impossibles (* E!te a été résolue au moyen des

propriétés de deux coniques, d'une paraboteet d'une hyperbole.
y~MM/C/KCespèce. a UxCUBEESTÉGALA DESCÔT~S,PLUSUN

xoMBRE(**). Faisons la ugne AB (cg. ta) égale au côté d'unii

carré égat au nombre des cotés, et construisons un solide

ayant pour base le carré de AB, et égal au nombre donné. Que

la hauteur de ce solide soit BC, et qu'ette soit perpendiculaire

à AB. Puis prolongeons AB et BC, et décrivons une para-

bnte dont te sommet soit situé au point B, l'axe sur le prolon-

gement de AB, et dont le paramètre soit AB. Que cette pa-

*) L'équation~–&<-{-<!=0 toujours «ne racineréciteet négative,dontMgebrMt-
arabe oe tient pu compte;!« deuxautres racinessont,ou imaginaires( eten cec<nle pn'-

ititme est impoMiMe). onpositiveset <ga!M( < = ), ox po~itivMet inégal

–Mqttt <:<)mtitaela Tartëtéde casmentionnéepart'aattttr.

*xv,6.)-+<t=~. AB'=6.~B*.BC=o.
Bsommet,BTaxe,ABparamètrede la paraboleDBE.
BMMtNfM't,BUaxe,BCparamètrede ChyptrMe éqoHatèrt7BE.

Hyperb.: EK*=CH.BH,ËH= BT. Ba BT=BT CH

faMh.= ~r'=AB.BT,)!T=BH.. AB BH= BH BT

AB* BH*==BH CH

M'A)!Ctt==AB'.Mt+~5'.B<: nt)Stt~=t.BH+~, r=BH.
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rabote soit t)M.; elle sera connue de position, et touchera la

ligne BH, conformément à ce qui est démontré par Apollo-

nius dans la trente-troisiéme proposition du premier tivre(*).

Puis décrivons une seconde conique, une hyperbole dont le

sommet soit situé au point B, l'axe sur le prolongement de BC,

et dont le paramètre et le grand axe soient tous les deux

égaux à BC.Que ce soit l'hyperbole ZBE. Elle sera connue de

position, et touchera la ligne AB. Les deux coniques s'en-

trecouperont nécessairement. Que leur intersection ait lieu au

point E. Ce point sera alors connu de position. Abaissons du

point E deux perpendiculaires ET, EH. Elles seront connues de

position et de grandeur, La ligne EH sera ordonnée (de l'hy-

perbole), et, conformément à ce que nous avons expliqué ci-

dessus (**),son carré sera égat au produit de CH en BH. Con-

séquemment CH sera à EH comme EH à HB. Mais EH, qui est

égale à BT, est à HB qui est égale à ET,qui de son côté est or-

donnée de l'autre conique–comme ETà ABqui est te paramètre
de la parabole. Les quatre lignes sont donc en proportion conti-

nue ABest à HB commeHB à BT, et commeBTà CH;et le carre

de la première AB sera au carré de la seconde HB comme la se-

conde HBà ta quatrième CH. Conséquemment, le cube de HB

sera égal au solide dont la base est le carré de ABet la hauteur

Cil, parce que leurs hauteurs sont réciproquement proportion-
«elles à leurs bases.Maisce dernier sonde est égat au solide dont

la base est le carré de ABet la hauteur BC lequel nous avons 2 i

fait égal au nombre donné plus le solide contenu sous une

base égale au carré de ABet sons la hauteur BH, lequel sottdp

est éga! au nombre donne de côtés du cube de BH. Le cube

*)\oir()~).

'*Y")fp!) :)')
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de BUest donc égal au nombre donné, plus le nombre donné

de ses côtés, et c'est cequ'il s'agissaitd'obtenir.

tt est évident que cette espèce n'admet pas une variété de

cas, et qoe cette espèce, c'est-à-dire que les problèmes qui
en dépendent, ne renferment rien d'impossible ('). Elle a été

résolue par lespropriétés d'une parabole combinées aveccelles

d'une hyperbole.

Quatrièmeespèce des six espècesd'équations trinômes. « Utr

CCM!ETDISCARRÉSSONTÉGAUXAUNNOMBRE("). n Repré-
sentons le nombre des carrés par la ligne AB(fig.20), et cons-

truisons un cube égal au nombre donné. Que le côté de ce

cube soit H. Prolongeons AB en ligne droite, et faisons BT

égale à H. Complétonsle carré BTDC, et faisons passer par le

point D une hyperbole ayant pour asymptotes BC et BT, à

savoir t'hyperboteEDN, ainsi quecela est connu en vertu des

propositionsquatrième et cinquième du second livre, et de la

cinquante-neuvièmeproposition du premier livre (*). La co-

nique EDNsera connue de position, parce que le point D est

connu de position, et que les deux lignes BC, BT, sont con-

nues de position. Décrivons ensuite une parabole ayant pour
sommetA,pour axe AT, et pour paramètre BC. Que ce soit la

conique AK; elle sera connue de position. Les deux coniques

s'entrecouperont nécessairement. Que le point d'intersection

*) pnedaMtiM<der<qMthm~&<–a==eMthM<)ooHt<dteetp<Mittve;)e*dem
autres sonttoujourson n~the* on imaginaires, et a) amem de <« eu t'atg~btMe ambe
n'en tient CMBpte.

a
'*)XTX,~+C~==<t. AB=e,H*==<t,B=BC==m'.

BC,BT M~mpMMdetTtypwtMteéqtdhttre EDN,qui pM<epar le pointD.
t Mtmnet,ATate, BCpM~netrede la paraboleAEK.
Pttttbote. BC:EZ==ËZ:AZ

Hyperbote BZ BC = BC EZ

M': BC*= BC AX
1 a s a s s

BC = N*. Az = PZ'-t- M*. ABou a =H + c .Tz*< = Bï.

*) VoirM.<f0!tf.H. 4, p. t0<)
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soit E. Alors E sera connu de position. Abaissons de ce point
les deux perpendiculaires EZ, EL, sur les deux lignes AT, BC.

Elles seront connues de position et de grandeur. Maintenant,

je dis qu'il est impossibleque la conique AEK coupe la coni-

que EDN dans un point tel, que ta perpendiculaire abaissée

de ce point sur la ligne AT tombe sur T ou au delà de T (*).
Car supposons qu'elle tombe sur T, s'il est possible; alors son

carré sera égal au produit de ATen TB, qui est égal à BC;

mais cette perpendiculaire est égale à la perpendiculaire DT;

donc tecarré de TD sera égal au produit de ATen TB; mais, 25

d'un autre côté le carré de TDserait égalau produit de BT en

lui-même, ce qui est absurde; en sorte que la perpendiculaire
ne peut pas tomber sur T. Et de même elle ne peut pas tom-

ber au delà de T, puisqu'alors cette perpendiculaire serait plus

petite que TD, et que l'absurde aurait lieu à plus forte raison.

La perpendiculaire tombe donc nécessairement sur un point
sitoé entre A et T, ainsi que le fait EZ.

Le carré de EZest égal au produit de AZen BC, donc AZ à

EZ comme EZ à BC; et lerectangleEBest égalau rectangle DB,

comme ilest démontre dansla huitième proposition du second

livre des Coniques (**)donc EZ à BCcomme BCà BZ. Il suit

que les quatre lignes AZ,EZ,BC,BZ,sont en proportion conti-

nue. Conséquemment, le carré delaquatrième BZ est au carré

Le pointd*!nteMecth)ndet<teMcoeiqae~MpeutetteciD,ettnpointde!apartieM

derhytetbc~.t<'8tt'tMtD,OBaaMKaamttpOMMeM'=AT.BC;tMhBC=N'==Br,
dMCB?==ATBT<M'BT~AT=AB+BT,etq<t)«t<bMrde.t''Sie'ëmitunp<))et')eh
partieON(tet'hyperbotetelqueP,tatbah~uth perpendiculairePQ,oaauMitPQ< DT.
donc?Q'<5r*; etpubPQ'csAQ.BC,doncM?*>~Q.BC,<M)B?r'>AQ.N',M)
M'>AQ,c'e<t.à.d:<eBT>Ae+BT+TQ,ceqotMtthMtde.–UnmemechMeteotttteAé-
moet~eimntMtatementcommeMitPuh<;M«,e, zsontcoMtdët~par)'a!ji<bris<earabe

commedesqMnttte~po~iM~M,dereqattioa<c~+M'c=a0suita:=t~o–c~' <t/a
t

dont,pabqxtxfat représenté(«rBX.<*( parBT,?7.<BTf.<)f.(t.
**)M.')'0!t.,p.))4,Pm;'):.
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de la troisièmeBCcomme la troisième B(~à la premièreAZ. Le

cube de BC, que nous avons fait égal au nombre donné, sera

donc égalau solide, dont labase est lecarré de BZ et la hauteur

AZ.Maisce solide, qui a pour base le carré de BZ et pour hau-

teur AZ,est égal au cube de BZ,plus le solide dont la base est

le carré de BZet la hauteur AB. Cependant, ce solide,ayant

pour base le carré de BZet pour hauteur AB,est égalau nom-

bre donné de carrés. Ensorte que le cube de BZ, plus le nom-

bre donné de carrés du mente, est égal au nombre donné

et c'est ce que nous nous proposions de montrer.

Cette espèce ne comprend ni variété de cas ni problèmes

impossibles(*). Elle a été résolue au moyen des propriétés
de la parabole combinées aveccelles de l'hyperbole.

C<M<MMeespèce des six espèces d'équations trinômes qui
restaient à être discutées. aUNCuBEETUNNOMBRESONTEGAfox

A DESCA.NRRS(**).B

Représentons par la ligne AC(fig. a i) le nombre descarrés,

et décrivonsun cube éga! au nombre donné. Que le côté de ce

L'eqattion<e'+&);a=o «oajoont xae racine rëeHeet p<M<tive,ta<)ditqaete<
deux autresMcinMsont négativeson iMgiMirM, et conséquemmentcegttg~Mpar Mf~-
briste arabe.

**)XTtt,~+e==c~. AC=e,?==a.
a, c, x sontcenOderétcommedeeqaMt!Mspositives.

H>AC. H==AC. J:<H
< >

<).<!= H. AC ~== H oac~=o, th)MM~<a+~

t)~<H. AC.< Houe.t;'<a,doac<M'«t't-<e''
:)a'> H. >AC..)!'ona:'>cj!doac~-t<a>M'.

n, H > AC. impossiblepar des raisonstoat &fait tmtognM.

ttt, H<AC,BC=n.BC>ABou./e> ~;canreBCDE==H=«".
< <*

ÇA, CEasymptotesde )'hyperbo)eeqoihttereBZ (tig.-!<,<), t)T
(tig. tt~, !), qui passe par te point D.

Asommet, ACaxe, BCparamètrede la paraboleATffif!:),'), 1,
At.(< tt,'), AK«!g. :),:). ).
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<'ttbe soit H. La ligne Hne pourra qu'être ou égale à la ligne

AC, ou plus grande que AC,ou plus petite. Si H est égale à AC, le

probtème est impossible, parce qu'alors le côté du cube cherché

sera nécessairement ou égal à H, ou plus petit, ou ptus grand

que H. Or, si le côté du cube cherché est égal à H, leproduit du

carré de ce côté en AC sera égal au cube de H, en sorte que le

nombre sera égal au nombre de carrés, sans qu'on ait besoin

d'ajouter à cetui.tà le cube (cherché). Si le côté du (cube)cher- 26

ché est plus petit que H, le prod uitdu carré de ce côté en ACsera

plus petit que le nombre donné, en sorte que le nombre decar-
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rés seraplus petit que le nombre donné, sans qu'on ajoute en-

core quelquechoseà ce dernier. Enfin,si te côtécherchéest plus

grand queH, !e cubede ce côté sera plus grand queleproduit de

son carré en AC,sans qu'on ajoute encore lenombre à cecube.

Puis MH est plus grande que AC,l'impossibilitéa lieu dans

les trois cas à plus forte raison. Mest donc nécessaire que H

soit plus petite que AC; sinon, le problème sera impossible.
Retranchons donc de ACla partie BC égale à B. La ligne BC

sera ou égale à AB, ou plus grande que AB, ou plus petite.

Qu'elle soit dansla première figure (fig. 21, t) égale;dans la se-

conde (fig. a t, a), plus grande; et dans la troisième(fig.21, s),

plus petite. Complétons dans les trois figures le carré DC,

et faisons passer par le point D une hyperbote ayant pour

asymptotes les lignes AC, CE. Ce sera dans la première

figure la courbe DZ, dans la seconde et dans la troisième DT.

Décrivons ensuite une parabole dont le sommet soit situé

au point A, dont l'axe soit AC et le paramètre BC. Ce sera

dans la première figure AT, dans la seconde AL,et dans la troi-

sièmeAK.Lesdeux coniques seront connues de position.Dans

la première figure, la parabole passera par Je point D, parce

que le carré de DB est égal au produit de AB en BC, d'où il

suit que D est situé sur la circonférence de la parabole. Celle-

ci rencontrera (l'hyperbole) encore dans un autre point, ce

qu'on peut reconnaitre par la moindre réflexion. Dans la se-

conde figure, le point D sera situé en dehors de la circonfé-

rence de la parabole, parce que le carré de DB y sera plus

grand que le produit de ABen BC; alors, si les deux coniques
se rencontrent dans un autre point par contact ou par inter-

section, auquel cas la perpendiculaire abaissée de ce point

(sur AC) tombe infailliblement sur le segment compris entre

les deux points A et B, le problème est possible; sinon, il est
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*)ÇagëomètMéMtCMtteMpoMtnd'ttbtmùn).Voirt'txMitionn, pteatierprobMtM.
**)BîpetbeteZC:BC=BC:TZ

PtMbett: _BC:TZ=='n::ZA
ZC*:M!*==BC M'==ZC'.ZA

ZC'+BE'=XC'+ZC'XA==K: ACOM~*+<!=f.~C', ~==ZC

impossible. Ce contact, ou cette intersection, ont échappé à

l'excellentgéomètre AboûtDjoûd (*), en sorte qu'il déclara que
si BCest plus grande que AB,le problème est impossible; en

quoi il s'est trompé. Cette espèce est aussi celleparmi les six

espèces dont avait besoin Atmàhâni; de sorte qu'elle est

connue. Dans la troisième figure, le point D est situé dans 27

l'intérieur de la parabole, en sorte que les deux coniques se

coupent en deux points.
Dans tous les cas(**), abaissons du point de rencontre une

perpendiculaire sur AB. Que ce soitdans la seconde figure TZ.
De même, abaissons de ce point une seconde perpendiculaire
sur CE; ce sera TK. Le rectangle TC sera égat au rectangle

DC, et conséquemment ZCsera à BC comme BC à TZ. Or,

TZ est ordonnée de la conique ATL, d'où il suit que son

carré est égat au produit de AZ en BC; donc BC à TZ comme

TZ à ZA.n en résulte que les quatre lignes sont en proportion

continue, à savoir ZC à CBcomme CBà TZ, et comme TZ

à ZA. Le carré de la première ZC sera donc au carré de la se-

conde BC comme la seconde BCà la quatrième ZA; et consé-

quemment le cube deBC, qui est égalau nombre donné, sera

égal au solide dont la base est le carré de ZC et la hauteur

ZA. Ajoutons à tous les deux le cube de ZC.Alors le cube de

ZC, plus te nombre donné, sera égal au solide dont la base

est le carré de ZC et la hauteur AC, lequel solide est égal au

nombre donné de carrés; et c'est ce qu'il s'agissait d'obtenir.

On discutera d'une manière analogue les deux autres cas, en
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observant que le troisième donnera nécessairement deux

cubes comme solution dtt problème, parce que chacune des

(deux) perpendiculaires (abaissées des deux points dp ren-

contre que les deux coniques ont en ce cas) conpera de CA

un côté d'un cube (qui satisfait à t'éqnation proposée), ainsi

qu'on vient de le démontrer.

ït résulte de ce qui précède que cette espèce comprend
un<*variété de cas, et qu'elle renferme desproblèmes impos-
sibles (*).Elle a été résolue au moyen des propriétés de deux

sections coniques combinées d'une parabote et d'une hyper-
bole.

Sixième espèce des six espèces d'équations trinômes qui
restaient à être discutées «UN'cuM ESTiGALA DESCARRÉS,
PLUSDEStfOMBNES(**). N

Représentonste nombre des carrés par laligneAB(ng. aa),et

construisons unsolide ayant pour hauteur ABet pour base un

carré, et qui soitégal au nombre donné. Que le côté de sa base

soit BCet perpendiculaire à AB.Complétonsle rectangle DB,et

faisonspasser par le point C, qui est connu deposition, une hy-

perbole ayant pour asymptotes les droitesAB,AD,à savoir la

conique CEZ.Puis décrivons une seconde conique, une para-
bote ayant son sommet au point B, et son axesur le prolonge-

*) L'eqMtion c.e' + =0 a toujoursune racineréelleet native, dont l'auteur ne
tientdonc aucuncompte.Lesdeux autres racinessontp<MiMt«ou imaginttKt.)Mftqu'elles
ne sont pMpositives,Je proMemeest Impossible Quantauxdifférentseu meoMont~

par l'auteur, ilsontété dMnfjuës dtM la noteprécédente.

**)xvtH,M'+a=~. AB=c.AB.BC'==o.

AB ADasymptotesde t'hypefboteéquilatèreCE2quipasse(Mfle pointC.
Bsommet,BKaxe, ABptMmëttede la paraboleBEH.

HypetMe: BC:A)L=EK:AB,BC':AK==S':AB'

t~)rabn)e AB:EK= ËK:BK, JE)~AB'=BK:AB

BC':AK=BR:AB, ~.BK==AB.B~

AS* AB+ AK".B)C==AU'.A)!+ AB ftC'nn A?'=<' ~n, == AK
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mentdeAB, et dont le paramètre soit AB. Cesera la courhe BER.

Or ces deux coniques s'entrecoupent nécessairement. Que 28

leur point d'intersection soit E. Alors E sera connu de position.

Abaissons de ce point deux perpendiculaires ET, EK, sur

AB, AD. Le rectangle EA sera égat an rectangle CA, etiAK

sera à BC comme AB à EK. Les carrés de ces cotés seront

donc également proportionnels. Mais le carré de EK est

égal au produit de KB en AB, parce que EK est ordonnée de

la conique BEH; et conséquemment le carré de AB sera au

carré de EK comme AB à BK. Le carré de BC sera donc au

carré de AK comme BK à AB; d'où il suit que le solide dont

la base est le carré de BC et la hauteur AB, est éga! au solide

dont la base est le carré de AK et ta hauteur KB, à cause

de la proportionualité réciproque des hauteurs et des bases

des deux solides. En ajoutant à tous les deux le solide dont

la base est le carré de AK et la hauteur AB, le cube de AK

sera égal au solide dont la base est le carré de BC et la hau-

teur AB, que nous avons fait égal au nombre donné; ptus

le solide dont la base est le carré de AK et la hauteur AB.

lequel est égal au nombre donné de carrés. Le cube de AK

sera donc égal au nombre donné de carrés du même, plus

le nombre donné.

Cette espèce ne renferme ni variété de cas, ni problèmes

impossibles 0. Elle a été résolue au moyen des propriétés de

deux sections coniques combinées, d'une parabole et d'une

hyperbole.

Après avoir aiusi terminé la discussion des équations tri-

nomes occupons-nous de cette des quatre équations quadri-

nomes, dont chacune consiste dans une égalité entre trois

*) L'~MMion;)~–c~a==Otdmettot)jct)Riune rxcine r~Hc~t p<Mit)M'; )M deux

!)ntMta<'inM<Kmtt')))j'mr<in)!)si))aht's.



termes et un terme. Première espèce des quatre équations

quadrinômes a Ujfcc~B,pM c~Rn~sETos côr~ SONT~&Aox

A MS NOJt~BRBS(*). »

FaisonsBE (ng. a3)égaleau côté d'un carré égat au nombre

donné des côtés, et construisons un solideayant pour base le

carré de BE, et égal au nombre donné. Que sa hauteur soit

BC,et que BCsoit perpendiculaire à BE. Plaçons BD, égaleau

nombre donné des carrés, sur le prolongement de BC,et dé*

29 crivons sur DC comme diamètre le demi-cercle DZC.Complé-
tons le rectangte BK, et faisonspasser parle point C une hyper-

bole ayant pour asymptotes les droites BE,EK. Elle coupera le

cercle au point C, parce qu'elle coupe CK, ta tangente au

cercle; il suit donc nécessairement que l'hyperbole coupe le

cercledans un second point. Que ce point d'intersection soitZ.

AlorsZsera connu de position, parce que le cercle et la coni-

que sont connus de position. Abaissonsde Z deux perpendi-

culaires ZT, ZA sur EK, EA. Le rectangle ZE sera égal au

rectangle BK. En retranchant EL commun à tous les deux, il

reste le rectangle ZB égal au rectangle LK. Conséquemment

ZL seraà LC comme EBà BL,parce que F.Best égale à TL, et

les carrés de ces côtés seront de même proportionnels. Mais

le carré de ZL est au carré de LC comme DL à Le, à causedu

cercle. tt résulte que le carré de EB sera au carré de BL

*)M. <e'+et*+&e==< EB'==t,i!r*.BC==<M)===e.
BCNamèttadoeeMteDZC.

Et, EK MymptetM de l'hyperbole 6<toiMère CZ qui pam par le point C.

NypetMe: ZE==M,do)tcZE–EL=!)H~–E[.<MtZB=m

a.:LC='n.:BL=BB:Bt.,Z~M'=E*: EL'

CMete: ~:TX*==BL: LC

EB':BL'==CL: M:

5*. LC == M~ BL == BL' +TL*. BD

H$ 8L DL LC

BL*+ BB .TL*+ EB'. BL =15'. LC -t-H)*. BL =M*. BC

nnBL*t'<BL'+6.BL=<t,.<=BL.
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comme DL à LC, d'où il suit que te solide dont la base est le

carré de ERet la hauteur LC, est égal au solide dont la base

est lecarré de BLet la hauteur DL. Maisce dernier solideest

égal au cube de BL, plus le solide dont la base est le carré de

BLet ta hauteur BD,lequel est égatau nombre donné de carrés.

Ajoutonsde part et d'autre le solide dont la base est lecarré de

EB et la hauteur BL, lequel est égal au nombre (donné) de

racines. Le solideayant pour base le carré de EB et pour hau-

teur BC, lequel nous avons fait égal au nombre donné, se

trouvera être égal au cube de BL, plus le nombre donné de

ses cotés et ptus le nombre donné de ses carrés. Maisc'est

ce que nous nous proposions de montrer.

Cette espèce ne renferme ni variété de cas ni problèmes

impossiblesC). Ette a été résolue au moyen des propriétés
d'une hyperbole combinées avec celles d'un cercle.

Secondeespèce desquatre espècesquadrinômes. "Utt c~nsB,

DESC~RMSETDESNOMBRESSONTtCAM A DESCÔTÉS(**).?»

FaisonsAB(fig. a4) égale au côté d'un carré égalau nombre

des côtés, BC égaie au nombre donné des carrés, et faisons

BCperpendiculaire à AB. Construisons un solide ayant pour
base le carré de AB et égal au nombre donné, et plaçons sa

hauteur BDsur le prolongement de BC.Après avoir comptété

*)L'tqMtioaa;'+eic'+&t–a!=0 <dmettoajoattuneMcinet<<!tett positttt,1
tandhqueM<<)eaxtohNMctMOsontoa))~Mv«onimagfMiMa,et tOM~qxetMMntné-
g)ig<Mpart'autear.

**)X][,~+<+<t=~. AB=&,BC==e,AB'.BO==o.
AB,AEMymptotttd<t'hypetbete<qaUttèMZDHquipassepartepointD.
DMmaxt,DLtM,BCptt'MBttMdet'hypefhote<qaN<)MfeTDB
Hyperb.XBH.AH==AC,donctH–EM+DH==AD–EM+DHenEL=LM,

ftoncTE*oa*i[B':TE*=!=a!I*:If*

Hyp<rb.TBH.BL=LO.a.,m. I~*=CL )LB

tB': N.'=CL LB,BL\M:=='MLB

BL+N~.BR+AB'.BB==M*.LD+AB'BB=='XB'.Bt.

OttT~'+cM~'+<t==t.BL, BL. u
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le rectangle BE, faisons passer par le point D une hyperbole

ayant pour asymptotes les droites AB, AE, à savoir l'hyper-
bole ZDH. Décrivons ensuite une seconde hyperbole ayant
son sommet au point D et son axe sur le prolongement de

BD, et dont le paramètre et legrand axe soient égaux tous

les deux à DC. Ce sera la courbe TDH. Cette conique coupera

nécessairement la première au point D. Alors s'il est possible

que les deux coniques se rencontrent encore dans un autre

point, le probième est possible; sinon, il est impossible. Cette

rencontre par contact (dans un point) ou par intersection,

en deux points, dépend de ce qui est exposé dans le qua-
trième livre du traité des Coniques. Or, nous avions promis
de ne nous en rapporter qu'aux deux (premiers) livres de cet

ouvrage. Toutefois ceci ne touche en rien à notre promesse,

puisque, pourvu que les deux coniquesse rencontrent, il est

indifférent que ce soit par contact ou par intersection. Remar-

quez cela. La rencontre peut donc être un contact ou une in-

tersection mais si Funedes deux coniques coupe l'autre dans

un autre point que I), elle la coupera nécessairement en deux

points (outre en D).
Dans tous les cas, «baissonsdu point de l'intersection ou de

la rencontre quelle qu'ellesoit, disons du point H, deux per-

pendiculaires HM, KHL. Elles seront connues de position et

de grandeur, puisque le point H est connu de position. Alors

le rectangle AHest égalau rectangle AD.Retranchons EM, qui
est commun à tous les deux; il reste MDégal à EH; puis ajou-
tons à l'un et à l'autre de ceux-ci DH; il résulte MLégat à EL;

<où il suit que les côtés, et de même les carrés des côtés, de

ces rectangles seront réciproquement proportionnels. Le carré

de AB sera donc au carré de BL comme le carré de HL au

carre de LD; mais le carré de HL est au carré de LD comme
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CL a Lt), ainsi que nous t'avons démontré plusieurs fois(*).

Conséquemment le carré de ABsera au carré de BLcomme CL

à LD; d'où it suit que le solide dont la hauteur est LD, et la

base le carré de AB, est égal au solide dont la base est le

carré de BI. et la hauteur LC. Mais ce second solideest égal
au cube de BL, plus le solide dont la base est lecarré de BL

ft la hauteur BC, lequel est égal ~ut nombre donné de carrés.

Ajoutons de part et d'autre le solide dont la base est Je carré

cleABet la hauteur BD, lequel nous avons fait égalau nom- 3t

hre donné. Lecube de BL, plus le nombre donné de carrés du

même et plus le nombre donné, sera égal au solidedont la

base est le carré de AB et la hauteur BL, lequel est égal au

nombre donné de cotés du cube de BL. Mais c'est ce qu'il s'a-

gissaitd'obtenir.

ït est évident que cette espèce admet duïérents cas: quel-

quefois on trouvera dans les problèmes qui en dépendent
deux côtés correspondant à deux cubes, et quelquefois cette

espèce, c'est-à-dire les problèmes qui en dépendent, n'auront

pas de solution (*'). Elle a été résolue par les propriétés de

deux hyperboles. C'est ce que nous nous proposions de

démontrer.

?hM~Ke espèce des quatre équations quadnnômes. « Utf

COBB,DESCÔTÉS]ETDESNOMBRESSONTË&ACXADESCAMBS("). ?»

Représentons le nombre donné des carrés par la ligne BE

*)Vohp<~Met37.
**) L'e~tMen j:'+«*–&~+<t==0 admet tea~oartunetMineréelleetnégMtVB,a<-

gti~e parl'auteur. SMdeuxautres MehtMsont ou imaginaires(alors le problèmeest <' im.

p<)MiMe-),oapos:tites<t~a)e<(jE==–~c+.~3e+c'
contact des deux hy.

perbotet), oop<MiMvMet)n<ga!e<(fnh'Mettioade<ttype<-botMendet!xpoiaM,oatteD),–
ee qui constituela vM!eMdeCMmentionnéepar t'ttttear.

*)M)t; .?'+&<'+<=«'. M=e,BC*s=6,M*.AB==<
ReetangteHC==MCtMg!eCA. AEdiamMMdo cercleAZME.

fX, CMasymptotesde l'hyperbole<'tpt))a<tn*LNSqui passeparle pointB.
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(fig. a5), et faisons BCégale au côté d'un carré égal au nombre

des côtés. Que BCsoit perpendiculaire à BE; construisons un

solide ayant pour base le carré de BC et égal au nombre

donné. Que la hauteur ABde ce solide soit placée sur le pro-

longement de BE. Décrivonssur AEle demi-cercle AZE.

Le point C sera situé, ou dans l'intérieur du cercle, ou sur

sa circonférence, ou en dehors du cercle.

Qu'il soit d'abord situé dans t'intérieur du cercle. Proton-

geons BCjusqu'à ce qu'elle coupe le cercle au point Z; com-

plétons le rectangle A.C,et construisons sur ZCun rectangle

égal au rectangle AC, lequel sera CH.Le point H sera connu

de position, parce que lerectangle CHest connu de grandeur,

que ses angles sont aussiconnus de grandeur, et que la ligne
ZCest connue de position et de grandeur.

Ce point'H sera à son tour situé, ou dans l'intérieur du cer-

cle, ou sur sa circonférence, ou en dehors du cercte.

Qu'il soit d'abord situé dans l'intérieur du cercle. Faisons

passer par le point H une hyperbole ayant pour asymptotes
les droites ZC, CM.Dans cette position elle coupera nécessai-

rement le cercle en deux points. Que les deux points d'inter-

section soient L et N; ils seront connus de position. Abais-

32 sons de ces deux points deux perpendiculaires LK, NF sur

AE, et du point L une perpendiculaire LT sur BZ. Le rec-

tangle M sera égal au rectangle CH, et CH est égal à CA.

Ajoutons de part et d'autre CK. On obtiendra DK.égal à TK.

Conséquemment les côtés, et de même les carrés des côtés,

Hyperbotet U:s=CH==Ct, <)<M)eLC+Ct=CA+CKoo'nL==Dt,d<mc

TS':TS'=T5': E= BC*: M*

Cordte:s
m':KA'==EK:Kt_

M': M*== EK KA.BC*. KA =M'. EK

KB~+M*. M+BC*. AB=M*+M*. EK=M*. BE

oo KB*-t-&.M-)-o==c.M', ~==M
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de cesdeux rectangles serolit réciproquement proportionnels.
Mais le carré de LK est au carré de KAcomme EK à KA, à

cause du cercle. suit donc nécessairement que le carré de

BCest au carré de BK comme EK à KA.; en sorte que le

solide dont la base estle carré de BCet la hauteur KAest égal
au solide dont la base est le carré de BK et la hauteur KE.

Maisle premier de cesdeux sotides est éga! au nombre donné

de côtés du cube de BK, plus le nombre donné. Ajoutonsde

part et d'autre le cube de BK.Alors le solide dont la baseest le

carré de BK et.la hauteur BE, lequel est égat au nombre

donné de carrés du cube de BK~sera égat au cube de BK,plus
le nombre donné de ses côtés et plus le nombre donné. Et de

même le cube de BFsatîsiera à la mêmeéquation, en vertu

de la même démonstration, lorsque les deux pointsC, Htom-

bent dans l'intérieur du cercle (*).

Lorsque H tombe en dehors du cercle, et que nous décri-

vons la conique, souvent elle rencontre le cercle par contact

ou par intersection (c'est ce cas de cette espèce qui a été men-

tionné par AboAl-D)oùddans la solution du problème dont

nous parlerons tout à l'heure) et dès lors la discussion re-

vient à ce que nous venons d'exposer. Mais si la conique ne

rencontre pas lecercle,décrivons toujours lerectangle sur une

ligne pluspetite, ou, dans l'autre cas,plus grande queZC(*).

*) VeM<[aet<'Mat t« eu dMtnetes part'euMat c

t)CMts!ta<damnnMt~or<htCtre)e. &' «!e.

))Bt*tette<dM<t'M<<«urdeceMte. a~+~t~<)~'a.&

t)BMt<Kn<Mthe:rc<)nMtenee<totMde. a'+t'. t/<=:t~.e<

t)ttMt<Ka< M)dehottdacttde. <t~+t'?> t~e.ee.

M)Ce<tti<a<Mthcheen<iSMMe<tt)<eMh!t'!=<t<.
nt)C«tdh~endehoM du teMte. &*> <te.

**) <~«tptrM<<tB~th<)tMe. < ÏMMt'MtMcas e'Mt-à-dtrepourMtNMMirte fee-

tmgteCHdanst'oo co !))<« tem.–H MmNeqatet t'anteor,demeax qa'topMOwat,d<M
la ceMhctMende HCsur une baseterminéeexactementpar la ttfcettfeMMedueerde, pais



Alors, si la conique ne reiicontre pas le cercle, le problème
est impossible. la démonstration de son impossibilité consis-

tera dans l'inversionde ceque nous venons d'exposer. Lorsque
C tombe sur la circonférenceou en dehors du cercle, nous

prolongeons CZ, et nousdécrivons un rectangle ayant un de

ses sommets au point C, et tel que, si l'on faisait passer par le

sommet opposé au sommet C une hyperbole de la manière

M indiquée ci-dessus,elle rencontrerait le cercle par contact ou

par intersection. On reconnaît cela au moyende quetques es-

sais successifs, en employant un cas de cette règle iad!e, que

je ne reproduis pas ici, ann de laisser un exercice aux lecteurs

de ce Mémoire. Car celui qui ne serait pas assez fort pour
trouver cela lui-mémene comprendrait rien à ce traité, fondé

sur tes trois ouvragesmentionnés ci-dessus.

Nous démontrons l'impossibilité- des cas impossibles de

cette espèce, par l'inversion de la démonstration que nous

avons donnée pour les cas possibles. Pour cet effet, nous

constatons d'abord que le côté du cube doit nécessairement

être plus petit que EB, qui représente le nombre donné des

carrés (*),parce que, si le côté du cube était égal au nombre

donné des carrés, ce cube serait égal au nombre donné de

carrés du même, sans qu'on ajoute encore au premier quelque
autre choseen fait de nombre ou de cotés du cube; et si le

côté du cubeétait plusgrand que le nombre donné des carrés,

lecube tui-mémeserait déjà plus grand que le nombre donné

de carrés du même, sansqu'on ajoute encore quelque chose

<hm la tegte<))~H donneraottiMt, t suivi)M<tMM~'OMdtMXMton<tonn~parce ma-
tMBMtidtn.qui,de rateo det'Mteer, $'<<attoeenpëautérimment de cette équation.Mais
à la fia,ABth~tmt, commeon ferra, rejette toutescet pthieatMtt~ainotitM,tt leur sub-
ttitae unerèglequine contitnt en effetqne cequi <aMtet ce qnfest ne«M<ife.

*) Si fenaMS~~ e,tto'eM<)!vmit~~<e' et ~'+&<:+<t > t~jdetorteqne,

ttttr que )'<~tM)!on -t- &f -t- a = M*pniMesubsister,il &e<qu'on ait j' «;.c.
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à ce cube. Il est donc démontré que le côte du cube doit être

plus petit que BE. Conséquemmentcouponsde BEune partie
8F égale au côté du cube, et menons de F uneperpendiculaire

BE)jusqu'à la circonférencedu cercle. Puis, intervertissons

la démonstration proposée ci-dessus it résultera que te som-

met de la perpendiculaire sera situé sur !a circotuérence de

l'hyperbole(*), dont on avait dit qu'elle ne peut rencontrer

tecercle. Mais cela est absurde.

Cependant, puisque je suis d'opinion que ces essais pour-

raient sembler incommodes à quelques-uns des lecteurs de ce

Mémoire,je vais rejeter tout ce procédé, et proposer une régie

indépendante de ces essais. Elle consiste à construire sur une

ligne (de tongueur) arbitraire, prise sur le prolongement de

BC, queUe que soit d'ailleurs la position du point C, en

dehors ou en dedans du cercte, un rectangle ayant un de ses

sommetsau point C et égat au rectangle AC,lescôtés duquel

rectangleseront infailliblement connus de grandeur et de po-

sition. Ensuite, à faire passer par lesommetopposé au som-

met C une hyperbole ayant pour asymptotes ZC,CM, la der-

nière de ces deux lignes étant la perpendiculaire (à ZC)au

point C. Alors, si la conique rencontre le cercle par contact

*) Eneffet,puisqu'on avait supposéque BF rcprëttnte le côtédu cubedemandé, on a
a a --e a a a s

M*{-'M~Bf+BC*.AB==M.T?=='B?'+M*.FE;dOoc'M?.BF+M.AB=M*.FE

ou BC*.AF= BF*. FE, et eoMéqaoomentBE*:M'== FE Mt!~on a <huMle eeMte

NP*:?I'= FE A?. <tone'[!F'A'==')M:BF*==AD:BF*et NF FB==FA ADou

SF= M, parcoa<<<)M')tSf CF= BF CFon NC== CA= CH;d'ot Msuit que N est

citoétur h cirMHftrenctd'nnehyperbotequi passepar H,et quia ZC,CMptorMytaphttes.
A reetMion des ta<M<espècesqui présentent des cas imposibtM' t'auteur s'est

toujoursbornéà remarquer quet'itnpofMiMHMa Heulorsquelesdmt coniquesqui tcMtrut-
sent leptobtemene se reMontrent pM, MMle prouver.La démonstrationqu'i) iadtqHete!

irait, avecquetquMchangemeuts,auxautres castembhb)e< de torte qu'onla peut tttppo-
serdonnéenuefoispour toutes.

J'a)ttgmM (addittoa D pn!ta!r ptobt&aM')une-sfmMaMeOenmattmtiot)'lonn~epar un

iKttrf(téotttMn!anthf.
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ou par intersection, le probtème est possible; sinon, il est

impossible. Ladémonstration de t'impossibitité sera cette que

j'ai présentée d-dessus.

Un géomètfequi avait besoin de cette espèce la résout ef-

fectivement, si ce n'est qu'il ne démontra pas la variété de ses

cas, et qu'il ne lui vint pasà l'esprit que quelquefois la solu-

tion est impossible,ainsi que nous l'avons démontré. Donc,

remarquez cela,et remarquez surtout la seconde règle relative

à la construction de cetteéquation, et à la distinction des cas

possibles d'avec lescas impossibles.Cetto espèce a été résolue

au moyen des propriétés du cercle combinées avec celles de

l'hyperbole; et c'est ce que nous nous proposions d'expliquer.
Voici le problèmequi obligea un des géomètres modernes

à chercher la solution de cette espèce (*): Diviser dix en deux

parties, de sorte que la somme des carrés des deux parties,

plus le quotient de la partie majeure par la partie mineure,

soit égale à soixante-douze.Or il posa une des deux parties

égale à «choae', et l'autre égale à dix moins chose, ainsi que
c'est la coutume desalgébristes dans les exemples qui présen-
tent de semblablesparties. Alors l'emploi des opérations al-

gébnques conduit à un cube plus cinq en nombre et plus
treize et demi de sescôtés égal à dix carres. Danscet exemple,
les deux points C, H tombent exactement dans t'intérieur du

cerde; et ce géomètre excellent résolut le problème, qui
avait résisté aux effortsde tous les mathématiciens distingués

de l'Irak, du nombre desquels était Abou Saht Alqoubt(**),

(tO–~)* + <' + ~-1
=: 7~ ou + 13 + &==tO< tes MeittMMat

.e==t, jf==4~t/7t.
tjMdtox point*C, H <ombmttotmte<<ett)t enddtOMdncer-

cte; t'Miitrthn conhttfe da texte doit donc être~ttribo~e& MMfautede topie eommMne

tur ha<a)~aux deux cMaeMrtt*,ouà une ecrear mem<ctM<ede t'mtea)'.

**) Ce MnMm ~aht. «t MptiqaëdM<te Q«<M~~r<t<, par les mote
)~M

.tLx~t<Je )J~~ '*et<ihconco'Mnt)< viede <e~eometM,je me tx~rne Ka-

toycrt C<!<<f<,ten).t,p.t4<44,tt j<~M«f<tM<<t.M. dePococtf, (' M9.Mtitjttem-
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que Dieu soit misérko~tfux envers eux'–st ce n'est qoet'an*

teur de cette solution, que Dieu lui soit favorable! tout illustre

pteterat<retjo'on trouve d<uxcasiri ansujetdet <KnM$Md'Ateooht.En MM d'abord te c<)-

talogue,extrait da <!«<?~t<jMW<<
t) Traitédes centres des imtruMMtt (s~~t; te texte de CMiriet te Ma.du TMth

<t Boq.de la Bibi.nat.
portent .S~t,

<tM<phèr«'), qn'tt MM*inMhMe.

:)TrttMde)te!<ment<thmMièMdei'tt)<rMge.d'Et)e)ide~<jJ~t ~L~~ ,J~;
te ~tedeCMM porte ~jjdtt ~< ~Jt, et te M<.du TArtth at Hoq. ,J<

,.tjJ)t ) ~.tar'
tous tes dettxaj<Mt<ntentête&cet ouvrageqo'it te!ta iMdmë).

<) TttiMda eompMpttftM; dent livres.

4) TraitédeFert deconstruiredesMtfottbM,avecdémemht&MM;dMt livres.

A)Traitéde la détermination d« pointssurdMlignes.
6) TraitéMsujet des ~e~M relativementà la eNcMnaitMcontinuedMdeux nteave-

mMtt, à la défensede'n'tbtt Béathtrrah.

7) Traitédu cmttM des eeretet sK<te&Mf de: ti;HM,suivant la méthodede t'<natyM,
MM~ethefe.

a) TftKe:dela eoMtraettoodes deux ttgeeten pmpedioa.
9) TntiMdeteefete<quise touchent,mtvMttla m<Utodede l'analyse.
10)TfttMdettddMoM au Meondlivre d'Archimède.

ti) 'fMtiMde la detefmiMthmdo côtédeittepta~metMoritau cercle.

Quantaux ouvrages7 et 9, J'ai rencontré,dtM onM<.de la Bibi.MtbtMte, tt) mémoire

d'AtqcûM,ietiMe BMceotM! de terc)e<quise tMchent,situéssnr des tignest..Atqoùh!
y résoutMteMMiwme~ttêt pMMtmttMisant* ConNruifeMaettde passantpardeax points
dMme< ou tonchant deux droites données on pMtMtparen point donnéet hmchMt
une droitedonnée et dont le centre soit <tta<Mtfune droite donnée, <OMt)'.un cercle

ptMtat paran peint donneet tonehMtune droitedonnée ouhmc!)Mt unedroite donnée
et nn tere<edonne et dont le centresoit dtaé sar aee courbeqodeoeqoe donnée;constr.
un eerde passantpar an pointdonneet toaehtntao cercledonne,etdontieeentMMit ~itae
sur âne dMtte–pah sur an<courbe quelconquedonnée;eoSn,comt)-. m)cercle dontle
centre soittittte sur uneeonfbe quelconquedonnée,ettotteitMtdenxcerclesdonne*.Ata tiH
de ce mémoire,ftotenr ajoute Avantde prendreconnaissanceda traité d'Apotfontaesur
les <ect!oMeentqoM,(MXMavioM résoluONdes< tptettumde te proMeaM,teatM!!ne con-
datt pMt de<aeetlonaconiques.C'est cetniot h ligneconnuede positionest une partiede
la dtcentérettte d'un cercle, taBdioquetes centresdet trob eerde*sont <!tae9sala même
droite.nous enMOMlait mention,ainsiqaedeqneJqm's-aMM)detes pMpotMona,dansno.
Ire trafManztyt~ae, lequelnoMavons Intitulédemtme «Def)centresde cercte~quiso tou.

<hM<,att~ sur deettjmee'.tMs nousn'enavonspaspMleM,parcequecelarentre dansfoi

pruMtpMdestttbdivtttont, et qae si nousa~toMvotthnoMocatperdet MtbdivbioMet des

<peeiCtatioM,et de la synthèseet det'entMXMtiondesdinerenhcasdes positionsdes points
suivant la méthodeemployéeptr Apottontmdans an de ses ouvrage, notretraité se serait

trop êtendo.Mtisnoot e~j'erontpontoir encoretraiterà 6tn<<cetobjet, et telle est la ~u-

tonMde Bien.

Quant. à l'ouvrage5, c'est probablementlemen~t d'AtqoaM,dont une eopiese trouve
dansle mêmeMa,dettB:b). nat., on il est Intitulé Traitédu probtentede menerd'an poiut
deont deuxtigneerenfermantun angledonné*, tl yest questionde mener cesdeux tigne)!
de sorteqa'ettMaboutissent à une droite donueede position,et qnele rapport ou h' pro-
duit de~deuxsegmentainterceptesentre le pointdonnéet h droitedonnée ou que l'aire
du triangleproduit-ou que ia base de ce trianjite–oo queittomme des carrésdesdeux

MiM'entt onque ta sommede cessegments mt in)r difTërtOte soitde ~rmdfardon.
née PuisAitoaitt tOMMtiMquatreprcn)ier<casfn ~nppoMntquela lignedonn<'ede posi



–56–

et tout habile mathématicteo qu'il était, ne conçut pas l'idée

de ces différents cas, bien que parmi les probtètnM de cette

Monn'eat plusdroite, mah une tircea~Mnce decercle. !<le sujetde ce mémoirecerrM-
pondMtMau titre de t'oovraget, son titre ressemble encore pluspar&itementà ettat de

l'ouvrage <, qui cependantindique peot.ette m mémoire sur la tOBatMtttcndes denx
moyennesproportionnelles.

QaM)tà t'ottvraee!0, queCat)ria pris pour uneaddition ~ite autntité d'Archimèdesur
tu «MMi~etet les tptt~raMM en quoiil ~'est trompé Je n'a) <)M'arenvoyeraux addi-
tionsjointesà la tin de cette traduction.fai MndocomptedaBs t'aMitton Cdeceqae cen-
tenait cemémoired'Atqo&ht.

Quantà t'oavr~e 4, Uen existeune copie dans un Ma.de ta bibliothèquede Leyde,elle y
ottMpttinsHmit pt~M,et estaulvied'un CMMneetatre.

Quantà t'ootmge 3, la bibi. de Leydeen pûMMte~temeat une copie,eoieen* )tM duea-

tah~Mde i7t6,ntaioqaejen'aip«eoeMa<)e9yeM: cependant )'MeMmioeMpet)tme-
moired'an Ms.de ta Bi)M.nat. qa! traite dn meteesujet, et dans lequelon citeAtqeûMet
A!htto<n)t.CepetMtMitétMcompMépoar le cettbreMttMtAtmatiq Atnae!rS~<tAF<M«t

AocatM(~aNfb~nthenA~b,pMMoha!mMd))enMh<)ea!nbenMehamn)edbeaAn)eca!n.
Voiciquel est le principede cet!Mtromentima~né par les géomètresarabespour déertM

les Mctieaeconiquespar uo mouvementcoathm. SappoMMon côMeoopé par a))plan, dé-

~gnoMpar a t'anfitegénétatear da ctM, par p t')Mtj;teque fait t'aM du cOae avec le ptaa
toapaat, par R la partiede t'axe comprise entre le sommet do ttoe et te plane<mpaat.
Ea d&<mttatpar P et A le paramètre et le grand BM de ta aeettonproduite, on aura

onvoitdèstoMqaea et p peuventetfe déterminéspwde tthnpte~eonttmeUoMseoaiéMqaet.
le donneci-contreundeMinde ttastmatent arabe.Aprèsavoirdetamteé a et p Mmoyen

des ëMmenb(A, P) de la eonhpMqa't! s'agit
de décrire, en pramnt Régalà la tongneof

ca,MaoMrM~te~<tt!=~,t'<njiteh!<t!==tt.
S Poit pta~OM Barla directionda grandaxe

detaeoniqneqaenotMMMproposaMdtd~-
[ crire, et la poiate f dncrayon M)'le sommet

de cette conique.On KtMiMtt Mt-te-ehm)?

que, tt le crayon ef peut s)!Mer Hbtemeot
d&Mtetuyau <, et t'tMen~e)'pour ainsidire
sans CMMde manière à rester MmtmmMnt

app)h(o<Mphndapat~aatte<)))tt<)ntphte
v~ t'iMtmment, taadb qae le côté ebt<nnMau-

Y~ tour de)a{-m<med<MMlacapsule fixeab; on

fecottmtt, dis-je, qo'otoM n'est en eEM
antre ehoM que t'M~ted'an cônedot M est

t'axe, et qui est coupépar te plan da papier

e/t s~)r~e~ae~!ape~n~e/'tmceM~~teoni~~aedc-

.F
mandée.Je nepuis ici rendre uncomptedë-

.F < <aH)éde ta tMtttere donttf tteemt-tteaMbe
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espèce il y <*nait d'impossibles. Ce géomètre excellent était

AboAtDjoûd ou Atchann!(*).Dieu seul connaît la vérité.

(~w//?<~neespècedes quatre équations quadrinômes. «Dss

NOMBRES,OBSCOT~SETDESCABR)~SONTÉGAUXA UNCCBf(**).35

Faisons BE(fig. a6) égale au côté d'un carré égal au nombre

des côtés, et construisons un solide ayant pour base le carré

de BE,et égal au nombre donné. Que la hauteur de ce sotide

soit AB,et perpendiculaire à BE.Plaçons BCégaleau nombre

des carrés sur le prolongement de AB, et complétons le rec-

tangte AE. Donnons à BE le prolongementEM d'une longueur

quelconque, et décrivons sur cette droite EM qui est donnée,

un rectangle égal à AE.Que cesoit le rectangle EH. Le point H

détermine a et 6. Hth TOteidu moins sa eomtntcthm ta eu de la Mrtbott. 11 nreado.o » ,o. r.
AC==;P,CB!=~et<MtemdBeEdtaM<e
qu'encoupant undemi-cercledécrit Mr AE
commedtMn&trepar une t'tfptodtMhtixCD,
en ait DB= CE(<e qui reviente<mttnt<M

t'éqmtion da <*d~rë <' P~– ~K=0).
EMattea dMttaf ECm demi-eMcttqu'il
coupeau pointï par nn Me décrit du cea'
tte c et du rayonCB. pt«hM~e<e<Œ jo*-
qu'àT, de Mrte queZ]'=ZC, et joignantTE.
<M)MMMettCK=tt,MtjteTCE:=p,<t<)i
dMNtecMdela parabolee<t<UMt<j~)à et, et

T

"y"~
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sera alors connu de position. Faisons passer par H une hy-

perbole ayant pour asymptotes EM,ES; ce seralacourbe HTK.

Elle sera connue de position. Ensuite,décrivons une seconde

hyperbole ayant son sommet au point C, son axe sur le pro*

longement de BC, et son paramètre et son grand axe égaux
tous les deux à AC.Ce sera la conique I~f. EUesera connue

de position, et coupera infailliblement la conique HTR. Que
cette intersection ait lieu au point T. Alors T sera connu de

position. Abaissons de T deux perpendiculaires TZ, TN sur

BC, BM.Elles seront connues de grandeur et de position, et

TE sera égal à EH, qui à son tour est égal à EA. Ajoutons à

tous les deux EN; on aura ASégalà TB. Lescôtés de ces deux

rectangles seront donc réciproquement proportionnels, et il

en sera de même pour les carrés de ces côtes. Maisle carré de

TNest au carré de ANcomme NC à AN, ainsi que nous l'a-

vons démontre plusieurs fois (*), en vertu de l'hyperboleLCT.

Conséquemment le carré de BE sera au carré de BN comme

NC à NA;et le solide ayant pour base le carré de BF.,et pour
hauteur AN, sera égal au solide ayant pour base le carré de

BNet pour hauteur CN. Mais le premier de ces deux solides

est égal au solide dont la base est le carré de BEet lahauteur

AB, lequel nous avons fait égal au nombre donné, plus le

solide dont la base est le carré de BE et la hauteur BN,lequel
est égal au nombre donné de côtés du cube de BN.Ajoutons
de part et d'autre le solide dont la base est le carré de BN et

la hauteur BC, lequel est égal au nombre donné de carrés du

cube de BN.Alors nécessairement le cube de BNsera éga!au

nombre donné de ses carrés, plus le nombre donné de ses

36 côtés, et plus le nombre donné. Maisc'est ce qu'il s'agissaitde

démontrer.

*) Vofrpa~.49.ti:. t.
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Cette espèce ne présente ni variété de cas ni proMèxnes

impOMibles(*).

Après avoir terminé l'examendes quatre équations quadri-

nômes, discutons lestrois espècesdont chacune est composée
de deux termes qui sont posés égauxa deux autres termes.

Première espècedes trois équations quadnnôtnes qui res-

tent. a UNCUBEETDUCAR&~SSONT~GACXADESC&T~SETM

NOMBRE(**).n

FaisonsBD(6g. ay)égaleau côté d'un carré égat au nombre

donné des côtés, et CBégale au nombre donné des carrés.

Que CB soit perpendiculaire à BD. Construisons un solide

ayant pour base le carré de BD, et égal aMnombre donné.

Que la hauteur de ce solide soit S. La ligne S sera ou plus

grande ou plus petite que BC, ou égaleà BC.

Qued'abord SsoitptuspetitequeBC(ng.&7, t ). Prenons sur

BCun segment AB égal à S, complétons AD,et prenons sur

le prolongement de BDune longueur quelconque DZ. Décri-

vonssur DZun rectangleégat à AD, lequel soit ED.Le point E

sera connu de position, et les côtés du rectangle ED seront

t-us connus de position et de grandeur. Faisons passer par le

point E une hyperbole ayant pour asymptotes ZD, DO. Ce

*) L'éqottten je*– «*–&z–e=0t tMjetM âne MetaecMte et positive; lesdeax

eutte* mciM! «Mtt co !)M:iMitMça oës~Ttt, MM<<tMmnM'tn'e~tteat pu pow
t't)f)a)t!<<e<tM))e.

a s <

MM, z'+<at*=:h!'+<t. 'E?=t,BC=<)EE*.S=<t.
S~BC.

1) 9<M(ts.:7,t), j, AB=S.–ttee<Me<eED=reohm~eAD.
CZ, DO,MytnpteXtde t'h;pett<)!e<qaMèM tH qui pMse pMte pointF..

A sommet, AStM, ACparamètrede l'hyperbole~aitatère tBT.

Byt)ttMeKB.aD==EO:=AD, HO+DK=AB+BKeaBB=AM
,a -a .a

R': KA=:E": M= B5*: E'

HyperboteAm* m':KA'=C&: AX_

BN': RB=:(X ÀK. ~B*. CR =: BO'.

M'B*.BC=m.M-t-i5*.AB <MtM'c.M=~ M+c. ~=~&-
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*) 9) 8==M.t=BO. ~MtMMM~r.BB~ BD= BD ou &.BD= BC*
a

M'. BC =BD~ S oM e.BC= <t_

<'on~<)))fmn)tnt BO + f. BD = t. BD -}- f.

sera la conique LU, et cette courbe sera connue de position.
Décrivons ensuite une seconde hyperbole ayant son sommet

au point A,son axe sur AB,et son paramètre et son grand axe

égaux tous tes deux à AC. Ce sera la conique AHT, et ette

coupera nécessairement Fautre conique. Que cette intersec-

tion ait lieu au point Il. Alors H sera connu de position.
Abaissons de H deux perpendiculaires HK, HL. Toutes les

deux seront connues de position et de grandeur, et le rec-

tangle HI) sera égat à ED, lequel à son tour est égat à AD.

Ajoutons le rectangle commun DK. Le rectangle HB sera égal
à AM.H s'ensuit que leurs côtés et tes carrés de leurs côtés

seront réciproquement proportionnels. Mais le carré de HK

est au carré de KA comme CK à AK,en vertu de l'hyperbole

AHT,ainsi que nous l'avons démontré plusieurs fois. Consé.

quemment le carré de BD sera au carré de RB comme C& à

AK, et lesolide dont la base est le carré de BDet la hauteur AK

37 sera égatau solide dont la base est le carré de BKet lahauteur

CK. Maiscesecond solide est égal au cubede BK,plus le solide

ayant pour base le carré de BKet pour hauteur BC, lequel est

égat au nombre donné de carrés. D'un autre coté, le premier
des deux solides est égal au solideayant pour base le carré de

BD et pour hauteur AB,lequel nous avons fait égatau nombre

donné, plus le solide ayant pour base !ecarré de BD et pour
hauteur BK,lequel est égatau nombre donné de côtés du cube

de BK. Conséquemment le cube de BK, plus le nombre

donné de sescarrés, est égat au nombre donné plus le nombre

donné de ses cotés. Et c'est ce qu'il s'agissaitd'obtenir.

Lorsque Sest égale à BC(*),BD sera le côté du cube cher-
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ché. Démonstration.Le solide ayant pour base le carré de BU

et pour hauteur aussi BD,et qui représente le nombre de cô.

tés du cube de BD,est égal an cube de BD. Et le solide ayant

pour base le carré de BD et pour hauteur BC, et qui repré*
sente le nombre donné de carrés du cube de BD, est égal au

solide ayant pour base le carré de BDet pour hauteur S, qui

représente !e nombre donné. Conséquem mentlecube de BD,

plusle nombre donné de ses carrés, est égal au nombre donné

plus le nombre donné de côtés. Et c'est ce qu'il s'agissaitd'ob-

tenir. Maison reconnaîtra aisément que dans ce cas il y aura

aussiégalitéentre le cube de BD plusle nombre donné, et le

nombre donné de carrés plus le nombre donné décotes de ce

cube; en sorte que cette espèce rentre dans la catégorie de la

troisième espèce, laquelle est a Un cube et des nombres

sont égaux à descarrés et descôtés. »

Lorsque S est plus grande que BC(fig. ay, a), nous faisons

ABégaleà S, et faisons passer la seconde hyperbole par le

point C, en prenant son paramètre et son grand axe, tous

les deux égaux à AC. Elle coupera nécessairement l'autre

conique, le côté du cube sera encore BK, et le reste de la

construction et de la démonstration est analogue à ce qui

précède, si ce n'est que le carré de HKLsera au carré KA

comme AKà KC(*).
Il a été démontré que cette espèceprésente des formes et des

M<mta mtmetemps BD +<t ==c.BB+ Mt. M qui rentre <!a<MtacaMgoriede l'eq. a;)
.e*+<t=<+6.);.

*) C'ett-àdire qae les pointsA et C, telsqu'ils «aient dans ta premièreC<u<-e,ont, si
t*<tnveut, echaajteleurstttM. Maisen t~ttiMla dtmontttaMondonnée ci-deMaas'applique
rie<MtM!M)M)tanM)à la secondaCRtu~,et l'onMra par rapport à celle-d, commeaupara-

vant, NK KA== CK AK. L~fait est qoere<'))<'meotrienTt'ett cbm~ dans tM deux

MXtiqae!)qni canstmiMNtt'~toation; seulementHMtcMectioncoMtid<t<eM se fait sur
t'Mttre branchede la secondehyperbole. (M peut passerdu premier ça*M second en
faisant mextoirAsur BCversCet jatqn'aa delàdp Clorsque A Pt H coïncident(8 ==BC),
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;<8cas différents, et qu'une de ses formes rentre dans ta troi-

sième espèce; mais l'espèce actuelle ne donne pas lieu à des

problèmes impossibles (*). Sa solution a été enectuée au

moyen des propriétés de deux hyperbotes.
~M'oFM~e~pee des trois équations quadrin&mes qui res-

taient. tUN CTBBBTDMCOT~SSONT~6AtntADMCARtt)~ETMM

NOMBRES(**).? »

Faisons BC (6g. 98)égale an nombre donné des carrés, et

BD éga!e au côté d'un carré égat au nombre des carrés et

perpendiculaire à BC. Construisons un solide égal au nombre

donné, et ayant pour base le carré de BD. Que la hauteur de

ce sotide soit S. La ligneSsera ou plus petite que BC,ou égale
à BC,ou plus grande que BC.

Qued'abord S soit plus petite que BC(6g. 28, t). Prenons sur

BC un segment BAégal à S, complétonsAD,décrivons sur AC

comme diamètre un cercle AKC qui sera connu de position,
et faisons passer par le point A une hyperbole ayant BD, DZ

tt MCMdahypettx~et~denttBtMec Ma Mfm~Mtt, et la pxmttM hyporbete te tMere

tmnMe<eMMCBedMitepMMatpMA,ettM)<)'nMtt*MeABmttngttde<&<t~t.

*)I.'&t)!<tth)n~+<6w–e=Otto)tieoMaMMtiM t<e))ettpMMw}Me dMx
M<K<fMtaetMnt oa B~ts~HTMoai)M~Mhes,<teoM<Tae)M)Mat)a~g<Mpar !'Mttt)f.

)LM d)tf&Mb tM pf&MMtpMeette MpèeeMat S~ M,e.d.~ c.
> c >

**)XXtV, a~+&)?==ae'+«. M==<N!=t, BB~==<t. 5~ M

<) S<BC(a~.M,'), AB=S.

AC,diMBtttt At tetete ABC.

DB,BZ,Myn)p<otMdet'hy(«'d)e)e&pt!htèMBATq"ipMteptrtepe)ntA.
BypeAett: AD=KO,AD–)C:+AX=:KO–NZ+AK<MM==At

EA=LE*: BE'= Bn M*

Cttett: M': EA*==EC ËA

Nt': M==EC EA, N)*. BA==M'.M:

'N!BO'. BA=sM'M'. EC=M~ BC
-J -a. i y i 1

M*t-BO*.BE=M.BE*<.B5*. ABoa BE*t.BE=<M't.a, Jt=BC
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pour asymptotes. Ce sera la conique HAT,et elle sera connue

de position. HATcoupe AZ, la tangente au cercle, et consé-

qnemment coupe le cercle, parce que, si elle tombait entre

le cercle et AZ, nous pourrions mener du point A une

tangente à la conique, ainsi qu'il est exposé par Apollonius
dans la soixantième proposition du second livre (*). Alors

cette tangente pourrait, ou bien tomber entre AZ et le cer-

cte, ce qui est absurde ou bien au delà de AZ, en sorte

que AZserait une ligne droite tombant entre la conique et sa

tangente, ce qui est également absurde. La conique TAH ne

tombe donc pas entre le cercle et AZ, et par conséquent coupe
alors ce dernier. Et nécessairement elle coupera ce dernier

encore dans un autre point. Que cette intersection ait lieu au

pointK. AlorsR sera connu de position. Abaissonsde ce point
deux perpendiculaires KM, EJEsur BC, BD. Toutes tes deux

seront connues de position et de grandeur, comme on le sait.

Complétonsle rectangle KD. Le rectangle ADsera éga!au rec-

tangle &D. Retranchons le rectangle commun MZ, et ajou-

tons le rectangle commun AK.Alors BKsera égal à AL, et les

côtésde ces deux rectangles ainsi que tes carrés de leurs cotes

seront réciproquement proportionnels. Mais le carré de KJE

est au carré de EAcomme ECà EA. Conséquemment le carré

de BD est au carré de BE comme EC à EA; et le solide dont la

base est le carré deBD, et la hauteur EA, est égal au solide dont

la base est le carré de BE etla hauteur EC. Ajoutonsà tous les

deux le cube de BE. Le solide dont la base est le carré de

BE et la hauteur BCsera égal au cube de BE, plus le solide

dont la base est le carré de BD et la hauteur EA. Maisle pre-
mier solide est égat au nombre donné de carrés du cube de

*) td. d'Ox&trd,U'rett, ptnp.<9, p~. t<o.
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BE. Ajoutonsde part et d'autre lesolidedont labase est te carré

de BD et la hauteur B~, lequel nous avons fait égal au nom-

bre donné. Alors le cube de BE, ptus te solide dont ta base est

le carré de BD et la hauteur BE, lequel est égal au nombre

donné de côtés du cube de BE~sera égal au nombre donné de

carrés du même, ptus le nombre donné. Et c'est ce qu'il s'a-

gissait d'obtenir.

Lorsque S est égale à BC(*), BCsera le côté du cubecher-

ché. Démonstration. Le cube de BCest égal au nombre donné

de ses carrés, et le solide dont la hauteur est BC, et la base le

carré de BD, est égal au nombre donné, et égal aussi au nom-

bre donné de côtés du cube de BC. Conséquemment le cube

de BC, plus le nombre donné de ses côtés, est égal au nombre

donné de ses carrés plus le nombre donné. Maisce cas rentre

aussi dans la catégorie de la troisième espèce, parce que le

nombre donné de côtés du cube de BCest égal au nombre

donné, en sorte que le cube de BC, plus le nombre donné,

est égal au nombre donné de carrés plus le nombre donné de

côtés de ce cube.

Lorsque S est plus grande que BC(fig. a8, :) (**),faisonsBA

égale à S, et décrivons le cercle sur ACcomme diamètre. Alors
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Fhypcrbote qui passe par le point A coupera le cercle au

point K, comme nous t'avons démontré. Abaissons du point
K deux perpendiculaires KE, KM, ainsi que nous l'avons fait

dans la ngnre précédente. EBsera Jecôté du cube cherché, et

la démonstration est comme auparavant. Nousretranchons le

rectangle commun ED; les côtés des denx rectanglesEM, EZ,

ainsi que les carrés de ces côtés, seront réciproquement pro-

portionnels, èt la démonstration seraabsolument analogue à la

précédente, sans rien y changer.

On vient de démontrer que cette espèce présentedes formes

et des cas différents, et qu'une de ses formes rentre dans la 4«

catégorie de la troisième espèce. L'espèce actuelle nedonne pas

lieu à des problèmes impossibles (*),et a été résolue au moyen
des propriétés du cercle et d'une hyperbole.

Troisième <~M des trois équations quadrinômes qui res-

taient. « UN CUBE ET DES NOMBRES SONT TÉGMTX A DES CÔTÉS ET

MS CAJUUÉS (**). »

FaisonsBC (fig. ao) égale au nombre des carrés, et BD per-

pendicutaire à BC, et égale au côté d'un carré égal au nombre
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des racines. Construisons un solide ayant pour base Je carré

de BD, et égat au nombre donné. Que la hauteur de ce solide

soit S. La ligne S sera, ou plus petite que BC,ou égaleà BC,

ou plus grande que BC.

Que d'abord S soit plus petite que BC (6g. 29, <).Prenons

sur BCun segment BAégal à 8, complétons BZ, faisons pas-
ser par le point A une hyperbole ayant pour asymptotes BD,

DZ, laquelle soit la conique HAT,et décrivons une seconde

hyperbole ayant son sommetau point C, son axesur le proton-

gement de BC, et son paramètre et son grand axe égauxtous

les deux à AC.Cette hyperbole,qui sera KCL,coupera in&itti-

blement l'autre conique. Que l'intersection des deux coniques
KCLet HATait lieu au point M.Le point Msera connu de po.

sition, parce que les deux coniques sont connues de position.
Abaissonsde ce point deux perpendiculaires MN, EMO. Elles

seront connues de position et de grandeur, le rectangle DA

sera égalau rectangle DM;et, par les raisonnements que précé-
demment nous avons employésplusieurs fois, on trouvera NE

égat&ZE, et conséquemment les côtés de ces deux rectangles
et les carrés de leurs côtés seront réciproquement propor-
tionnels. Mais le carré de ME est au carré de EAcomme CE

à EA, en vertu de l'hyperbole KCL. Conséquemment le carré

de BD sera au carré de BE comme CE à EA, et le solide dont

la base est te carré de BDet la hauteur EA sera égal au solide

dont la base est le carré de BE et la hauteur CE. Ajoutons à
tous lesdeux le solidedont la base est le carré de BE et la hau-

teur BC,lequel représente le nombre de carrés du cube de

BE. Alorsle cube de BE sera égal au nombre donné de ses

carrés, plus le solide dont labase est le carré de BD et lahau-

41 teur EA. Ajoutons de part et d'autre le solide dont la hauteur

est BAet la base le carré de BD,lequel nous avons fait égal au
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5.

nombre donné. Il résultera que le solide dont la base est le

carré de BDet lahauteur BE, lequel est égat au nombredonné

de cotés du cube de BE, plus le nombre donné de carrés du

cube de BE,est égal au cube de BE,plus le nombre donné.

Lorsque S est égale à BC(*),BCsera le côté du cube.Dé.

monstration. Le cube de BCest égal au nombre donné de ses

carrés, et le nombre donné est égal au nombre donné de côtés

du cube de BC.Conséquemment le cube de BC,plus lenom-

bre donné, est égal au nombre donné de carrés, plus lenom-

bre donnéde côtésde ce cube; et c'est cequ'il s'agît d'obtenir.

D'un autre côté,le cube de BC,plusle nombre donné deses cô-

tés, sera égal au nombre donné de ses carrés, plus le nom-

bre donné; en sorte que cecas rentre dans la secondeespèce.

LorsqueS est plus grande que BC(ng. ao, s) (**),faisonsBA

égale à S, complétons lerectangle(BZ),etfaisons passer lapre-

mière hyperbole par Aet la seconde égalementpar A. Elles se

couperont. Or, si les deux coniques ont une seconde rencon-

tre, soit par contact en un seul point ou par intersection en

deux points, ainsi que cela est connu d'après le quatrième
livredu traité desConiques, leproblèmeserapossible; sinon, il

.-a -a Te
*)1) S==M.x==BC. M)HMM<r.BC' = BC. BC'ea BC=e.BC*

BO*. S=TD BCM <t =! &.BC

eoMdqaemMentTc+« =c.BC~ t.M.

tMeeam~M<M~tMMtT!c+t.BC==e.BC~-a, <eqotteatte<hM httt~Miede

)'<q)!<U<m94).z*+&ee=M!'+<t.
Ce<pti<etMppe~'M<ear,c'MtqM<t<M<e CMmMi ~==BB <araamMh!tt<m,et qat

t'en a BD*= RB'. BD M)T5'= e.BB

BB*S==BD*.BC<Mt<t == e.BO*

dene B5'+a=e.Bm~.t.BD.

M en même temps on aura BD*-)-e.BD*==6.M+<<,MqntfMtfedtMhttat~o~ede
t'ëqMUonM) t* + <?* =&z + a.

**) 3 ) S > BC(f))!. t9, *), AB=: S. Htpetbcte HATtommeMpMMant. AMamMt,
AE tue, ACpMamMMde ttybefbote <qaiM6teMtL. EMatteta <M)B<MMtM<t<mdcne<e

tant te us t) <'app)~M<MKpour tMità cetteMtondeap!M.
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sera impossible.Si les deux coniques se coupent, abaissonsdes

deux points d'intersection deuxperpendicutaires; elles détef-

minerottt, comme segments, deux côtés correspondant à deux

cubes (dont chacun satisfait &!'équationproposée). Ladémons'

tration est commeci-dessus, sans que rien y soit changé.
On vient de démontrer que cette espèce a différents cas, et

parmi eux d'impossibles(*). Elle a été résolue au moyen des

propriétés de deux hyperboles.
Il est évident aussi que ces trois équations quadrinômes ren-

trent l'une dans l'autre, c'est'à-dire qu'on trouve un cas de la

première qui est exactement aussi un cas de ta seconde (*),

et un cas de la seconde identique avec un casde la troisième,

et un cas de la troisième qui s'identifie absotument avec un

cas de la seconde, ainsi que nous l'avons démontré.

Après avoirainsi terminéla discussiondes vingt-cinqespèces
des propositions de l'aïgèbre, après en avoir fait l'examen !e

plus exact et le plus complet, après avoir fait connaitre les cas

particuliers de chacune de ces espèces, après avoir proposé

*) Oms)M cas S ~BC,e. ~e, i'eqoation~–c.e'–&e-t.«==:0«<mt<MM

dem[taehtMpositives.

Dansle CM.
b

< c, t'Mteat ne tt<MWpar sa cemtnteMonqu'une <eotede te< deuxM-

ctOM,tm~ que !'Mtte lui tetMtpjM.A cette dernière correspondle point<t'!Bte!<eetionP

(6<.M, ') det'hjfperMe BATavec ranM bMMhe de fhypefbote KO.. La perpendieulaire
atMiNêede P sur BAreneoetteracette dmite entre Bet A, e.d. que cette perpeedtCttMM
feMeatMMle <<« po~Mfde raxe dM:)b<eiMe<.L'mtMf aurait da )rnMtqoef cettedr-
CtMNt&BCe*

jLMBqae~e,t*MtrerMiMpot)t<veeet~==+t~y
M.B==BB.

PaMle CM > c, t'Mteer ehaer~eavecjustesse que,oa bien les denx eM)qae<anMnt
C

aae MeKee)tm en deux point*,ou an contactenun point, ou te pMMemeseratatpoMiMe¡
e.-M. que t'eqtMCoaa, ou biendeux MdBe<positiveset ia~te*, oa p<Mtt!te!et <gt)e<

t~t=,c-t-, t~!t+~ ),
ondeax raetnes<)!Mg!MieM.

MM toua )et trois CMt'eqMion a, outre cea deux racine6tMJMSuees,une racineteettf
et ee~tive, dont!'e*Menceest naturellementignoréepar t'ttKtbrbtearabe.

**)PtnMtdeh troMème.Voir pag Mn)t sqq.



–C9–

la règle pour distinguerlescas possiblesd'avec les impossibles 42z

ttans les espècesqui admettent des problèmes impossibles, et

après avoir démontré que la plupart d'entre elles n'en admet-

tent pas (*),occupons-nousdes parties correspondantes ('*).

La partie de la chose est le nombre qui est à l'unité comme

Funité est à cette chose (*). Donc, si la chose est trois, sa

partie est un tiers; et si la chose est un tiers, sa partie est

trois. De mêmesi elleest quatre, sapartie est un quart; et si

elle est un quart, sa partie est quatre. Et en général la partie
d'un nombre quelconque est la partie dénommée d'après ce

nombre (*)< commele tiers d'après trois, lorsque le nombre

est entier, et trois d'aprèsun tiers, lorsque le nombre est frac-

tionnaire. Pareillement la partie du carré est la partie dé-

nommée d'après le nombre égal à ce carré, que ce nombre

soit entier ou fractionnaire; et il en est de mêmerelativement

à la partie du cube. Et, pour en rendre l'évidence plus palpa-

ble, disposons cesparties en tableau

Partie du cube. Partie du carré. Partie de la racine.

1 t t
a 4 a

Unité. Racine. Carré. Cube.
< < <

t~ partie
du cube est à la

partie du carré comme la partie

*) En effet, parmi les Mespèces,7 Maternent,a savoirtes équations O, 11,14, 17,20,
:<, 25, donnent lieuà descas dam lesquelsl'équationn'admet pMdes racines reeBeset

positites.
**)Pour Ater à la terminologieemployéepar l'auteurdansce qui suit cequ'elle peut,

au premier abord,avoirde tiKXjMMt,il iittHiraderfn)ar<(Mfr<p)'iientendpar" ~rticdt: A

la valeur réciproqHede A, et par <-N partiesde A ta hartmn 00peut d'aitteMMcoa)

paMra ce sujet tesdéfinitionsdo septièmelivre d'&KtMe.

*) t =t .f.
x

*) C'eitt-a-direta fraOion Mant p")tr denotninatftr ff Mnmhn-,ft pnor toottt'ratt'tn
t nnite.
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du carré à la partie de ta racine, commela partiede la racine à

l'unité, comme t'unité à ta racine, commela racineau carré,

et comme le carré au cube. Ce sont donc sept degrésen pro.

portion continue. Nous,allons traiter exclusivement des

équations qui ont lieu entre lesdits degrés. Quaotà lapartie du

43 carré-carré et à la partie du quadrato-cube et à la partie du

cabo-cnbe, et ainsi de suite, elles sont aussi en proportion
continue. Mais nous n'avons pas besoinde nous en occuper,

parce qu'iln'y a pas moyen de résoudre (leséquations renfer-

mant) ces antres degrés.
Sache que si tu considères le huitième,qui est partie du

cube, comme cube, sa partie sera huit, ce qui est le cube par
inversion (*).Et la mêmerègle s'applique aux autres parties;
de sorte que ces quatre degrés, la partie du cube, lapartie du

carré, la partie de la racine et t'unité, forment une analogie
avec le cube, le carré, ta racine et l'unité. Par exempte,si t'on

di t(**) «Une partiede carré est égaleà la moitiéd'unepartie de

racine, » c'est la mêmechose que si l'on avait dit «Un carré

est égat à la moitié d'une racine. Alorscecarré estun quart,
ce qui est en réalité une partie de carré, et le carrécherché

sera quatre, la partie (du carré cherché) un quart, et la partie
de la racine (du carré cherché) un demi. C'est là la méthode

à suivre pour les équations simples.

Quant aux équations composées, lorsqu'on dit (*) a Une

*) C'Mt-t-diM qtM ~i 4 on*Mbstttuë z',<mtfMnftmt',eapMnMt,<tpt~)tTotr

<Mterm!aés', la vateor tëcipmqaede a*.

Équatio 1 1 lit*')<qt)athmpMposëe:s=~
onr~tMtt

~=~t, efq)))dont)e~===.:4

<=4. ~=~ ~=~.

Optati« proposée «.
1

+ 1 1 eftrmetit zà+ 28= 1te qui donup*) &pM<!eaprop<M<< p+~=' ont~o~ s'+!)t==t.. te qot donnf

1 1 donc xl=4.s =
==t,

donc -c' ==<
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partie de carré et deux parties de racine sont égales à un et

un quart, c'est commesi l'on avait dit «Un carré et deux

racines sont égauxà un et un quart. MAlors, au moyen de la

méthode exposée précédemment, on trouve la racine égale
à un demi et le carré égal à un quart, si ce n'est que l'énoncé

du problème portait « une partie de carré et deux parties de

racine, a Doncle quart, qui était d'abord le carré, sera la par-
tie du carré cherché, et le carré cherché sera quatre.

On suivra le même procédé dans les équations &quatre
termes. Lorsqu'on dit (*) « Une partie de cube plus trois

parties de carré plus cinq parties:de racine sont égales à trois et

trois huitièmes, aalorsc'est comme si l'on avait dit « Uncube

plus trois carrés pluscinq racines sont égaux à trois et trois hui-

tièmes. x Aumoyende la méthode exposée ci-dessus et fondée

sur les sectionsconiques, on déterminera le côté du cube, le-

quel sera la partie de racine cherchée. Nous poserons donc ce

coté à l'unité donnée, comme l'unité donnée à une autre ligne

(inconnue). Cette dernière ligne sera le côté du cube cherché.

Il est évident qu'il existera entre ces quatre degrés vingt-

cinq autres espèces de telles équations, proportionnelles aux

vingt-cinq espècesprécédentes.
Quant à lamultiplication de l'un de ces degrés par l'autre,

c'est une matière suffisammentconnue par les ouvrages des

algébristes, facileà comprendre, et sur laquelle, conséquem- 44

ment, nous ne nous étendrons pas (**).Or, quant aux équa-
tions entre ces quatre degrés et les quatre degrés précé'

')~<~tM)pMpe<ee:p+3~;+5~==3~;MteMt)t ~+3='+5s=3~; ayant

dttenoieé laracine t de cetted<n)ièM<qntMoa,en &it t = i t, et t'en Mr< = t.

**)L'antear appetteici preahbtementt'attention da lecteur sur la tnHttiptictttettdmdif-
MrentetpatMaece!de tieeennoel'une par l'autre, parce que t'est le moyen ')t'H emptnit-
pourrésoudretes équationsqu'il M pMjwMfr.
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dents ~*),un y procède coauMCje vais exposer. Lorsqu'on
dit (**) « Un cube est égal à dix parties de cube, c'est-à-

dire à dix parties de tui-méme,alors le cube est le premier des

sept degrés, et parties du cube le septième. Multiplie l'un par

l'autre, et prends la racine du produit. Le résultat sera (de

l'ordre) du degré moyen, c'est-à-dire du quatrième (*), et

égal au cube cherché. Pour plus de précision, nous remarque-
rons que chaque nombre multiplié en sa partie produit l'u-

nité que, multiplié en deux de ses parties, il produit deux;

et que, multiplié en dix de sesparties, il produit dix en nom-

bre (*). Et c'est comme si dans notre exemple on avait dit

« Quel cube multiplié en lui-même est égal à dix? » Donc ta

racine de dix sera le cube cherché. Puis la détermination du

côté de ce cube est effectuée de la manièredémontrée ci-des-

sus au moyen des sections coniques. Et de mêmelorsqu'on
dit (*) «Quel carré est égal à seizedes parties dénommées

d'après tui? alors multiplie l'unité en seize et prends la racine

du produit, laquelle est quatre; ce sera le carré cherché. Et,

conformément à larègle précédente, c'est comme si l'on avait

dit « Quel carré multiplié en tni-meme est égal à seize? n

Et de même lorsqu'on dit (*) c Quelle racine est égale à

quatre de sesparties? a c'est comme si l'on avait dit « Quel
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nombremu!tip!ié en tui-méme produit quatre? a Or, ce nom-

bre est deux.

Maissi l'on dit (') Quel carré est éga!à un certain nom-

bre de parties du cube de son coté? a alors la solution de c<*

proMèmene peut pas être effectuée au moyen des méthodes

que nousavons exposées, parce qu'elle dépend de la détermina-

tion de quatre lignes (moyennes proportionnelles) entre deux

lignesdonnées ("), eu sorte que lessix lignes soient en propor-
tion continue. C'est ce qui a été démontré par Aboû AUIbn

Alhaitham (*), queDieu le Très-Haut soit miséricordieux en-

*) SI,= 1
1

')
<*=<

**) Enef&t,deten)ttnat)tq)M(tMMgte~.c,y,o,<p,deMfteqMt:.e==a;:y=tt f=

=C:W=:N):e, MMK) ~'==<t ou ~==<t.

*)Y<)!fC<MM,t.ï,p~4tt «N.MMJ!'<tf<t< ëd.dePtXioctfe.p~.atO-M:
e<tt~t,de tnterptet!ho<etEiphMto~bas &tcMhAMbMt; Btttxe,<M3,p<g.22-24.

En~ertodeht règledonnéeparM. dea<cy dox sonA<<~o<0~«frM<MM««M&(pt<.t <!),
fat adoptédans le texte la tetoa de M. C; car )'at trouvé que le Mm complet de ce

e~MtMMétait tthtt~n Ben tthstM Ben ~hOMam, desorte que d'AiMthtm à lui Mn'y
a pal deMeadmeeImmédiate.

MttivenMnt aux ouvragesdtba &)h)t!thztn,et particulièrementà eeot de MtcutMSM
qat MtapportentMt edeacet OMthetM~qnes,j'Mttab deux pM«~ee dnma. d« Biogra-
phie<des ntedecfaocélèbrespar7~ Abt Oc<'<Mo&,qae possèdela NbMotheqaeM<t<mth.
Danale qMtOMiemechapitte de sonouvrage, tba AMOcoïbhhconsacre4 la v!eet<nxécrits
d'tba AU)tM)Mt(<p)HnommeMehamoted, taudisqae, suivant le 'Mtt)[hAthoqama,Ibn
A.ttMttthttnt'tppeta!t t.!h<t<tn)an article tt~-étmde, et renfermant des détails beaucoup
plus eircoattoatieeque n'enctftent les nottee~doM~eessur ce (~omette par Casttt,tt dam
le tM.du 'Kttth AthoqamaqaepoM&dela BibliothèquenaMonate.Voiciles deux pMMget
ayanttMKplustpëchtement à cequi doit BOMMeresMfici

MohtmeMdBéaMha~n a dit. Et de M qae ftt eMcpett Mt )e! Miencet mathe'

tnaNqMt,te notabfe des ouvragesmonteà Ttt~t~tnq t" commeatatte et abre<(tdM<[<-
mentade ~n)<Me et d'Mit)me)iq')ed'Euclide;2' Recueil des Nemeob de géométrieet

d'aTMMoetiqoe.tMdea ttaitétd'Eactide et d'ApoMoahs:<taMcet Ottvraf;e,j'ai etaMeet
divisé tMtttments et en in donnédes détncattMttoMfondées sur les ntatMmatiqtte*,h
calculet la logique,de sorte que, quant à t'mrtnjpmentdes matières,j'al renversé l'ordre
suivi parEuclideet ApotiontM!3*Commentaiteet tbr~ de t'AtnMgette,fondé sur des

demoattmthMXje n'y ai rientmité au moyendMeatea), si ce e'ett un très-petit nombre
de ptaMeme~MMintportente; maissi Dieu me donnela vie et quetea ttrcon&taate~mt

permetteatde !'mheTef,je tOtMMMeratun «MMMnttitt tte~-detatnedu même ouvrage,
daM lequelje ramènerai tout tt'ortthmetiqne et au eatcati 4''BecneU des etëatents da

calcul,ouvragedans lequel fat déduit, des ptiMipts posés par EadMe dansses NttMenb
de )!<o)netTteet d'arithmétiqne,les etcmcnt!;de touteste! espècesdu catM) j'y ai ~Ni la
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m<ttM~de<ate~ot~deepmNtmMduM~t,pafkdMt~aMytt<tet'aM!yM~Nee-
trique et de ta vetiCeaUmahthmethpM,en m'atatentet, tn m~ae tenqx, d'yemployerla

ptiacipea et t« MtMMteehuhtoM de* atga<tt««i &*Abf~e d'opttqae, tiré des dMt

oa~tagMd'Enetideet de PtoMmée;)*yai cempMM(t«Uto<) .te sujet dn premier tttM

perdudo MM de PtoMtnëe <"Traité de t'aoa!yMdta pmMemMgéométriques;T'fKtM
de t'anaty<e<hept~emee a~thmettqtttt'par la méthodedet'at~ebfe,Mec d~xMMtmtioM;
y Traité eemptetsur faMtyM des prehttnM*geometfiqnMet tttthnt~Mqoa; toateMt la

partie qui te tappMte mt problèmestttthn~qatt Mt MMdémomtMUom,6Mb <iMtdt<
sur <NptMpMdt t'a)sM)M;9'Tttitëdeh meMMH&MMièMdMtMttMBh;t<yTM!M
duMtcotdMop~MttMMeomma'cMM, tf Mrfeetiondet'trt de<ree<etet d'Mt~f, ouvrage
dm* !eqMt fti fait MrM~ondMà toet ce qui se pt~tMte dus «< deux arts toutes te*

HgMttf~om~Mqatt, ea allantjmqo'M~ ~ote< de<<MhMetMMeontqaet, dela parabole,
<tefhypMMe et de t'<MpM; <y Ab<~ des U~tt d'Apcth~m <nt <? tMaeMtMthpxt
M*XKmftiMMr lecalent indien; <t' XAnatMsur ta <M<enoia<HttBde rMtmotde la KtMth
dMMtoutela ten'e htNtee, avec des taNet quefat «m«M!te<,MMdonner tMdemoMtfa.

HMMdMptoeedëtMp<x<t; t5<BetarMMp)'eM~)M<<&)(n«th)OMtBdt~t<M<NetpMt)e<
dtM Mtigttnt; it'' Lettre *dMM<eà ptM!eoMM!t, pour eMM~gar Mt obMrMMeM
ttttMMmitnet; <7' Introduction à la <)<Mn<trie;ta'ttëmoiM ut hr«tttt<!<m de la dé-
taonttmtim que t'hypMtMteet M8 deuxasymptotes t'tppMthect h)<M<!nimeatrane des

MtMt, MMcependantjamais tereneoetteri t9'RepOMe)tMptpMb)~M<tMtMnattqaet
<p'Mm't~~pn~ot~~B<edM,p~fy*tt<peado;M*'r)'ttMso)rrMM!~eeth<ytttMM
dMe<MethM,à t'aMge des «adtM«, MMtttde'pMMtmMgéométriqueset <M-fthn)<t)qt)M,
t<<ehM<t <MMtg&par m<~}:t' TMtMde rhMttammt <mt~H~,abrégéextrait da tMiM
dtbtthtm Ben Ben&tt aa*Mémoiremr la daenaiMtteB g&MnëhtqMde la dbtance MtM
deox Heu tMtMttM 280Mémoiresur la élémentsdMproblèmesMitbmétiqM*et <Mknr

OMtyM;M*Mêmattepour résoudreaa dentear EodHe, teMtvaaent an dnqn!&tnelivre
de Mn TraitédeseMmMh !M<t)<nmNqM<M*Mémoiremr htdémMtttMtbadu tMctttM

proposépar AtddntMe, relativementà la MMCthmdet'mgte, qu'il ne démontra pN (c'est
pMbtbtanMt une erreur, et it faut lire tetaMTenteetà la MettMde la t~ae, etc.; voir
l'additionAdo pt~Mntopmcoh).

.jedb.Et<i'e<)t&qoeMtte<tcey<!tM)ttéet)Mt decda,eM)t dettttMin
de MohammedBenAthx~mBenAttMittMm,t'Mtear que la mMrteordedivine reposemr
M Et veM eMOKâne )Mede*oa~Maf d'ttmAttxtttMmqM fti ttM~e, et qat v<t{mqa't
la Bnde l'au 4ï9 t* MémoireMf la eonagantton du monde; CoatmeeittMsur tes
d~aithMMde r<MMm~d'EocBde (VoitC<tt<<,loe. dt. C'estproboNementt'ontM~
ttte n' iOM du cttMopte de la MNMteqae de Leydede i7t6); 3*Traité d*op<hpMen

sept B*ft<(e'«t probablementonCMMMnMrede cetoavtage,quiest cote n°1073duata-

tapM de la Mtttetheqoe de Le~de)! 4'MémotMmr la taan~M de MM dM obaemttieM

MtMBcmiqoet;S*MémoireMt têt eMM qui <eforment daM Mf; 6*Mémoiresur la

lumièrede la hme; ?<'Mémoiremr la déterminationdet'M!e(mtde la KibMtau moyendu

eatcat; Mémoiresur t'at~aw~d etMt te hâte; W MémoireMr tes dMKreMMxppa-
teetM deshauteurs deseteitM; tO*TratMdu ca!ca)des q~tatbM commereiatet;ti* tfe-
moireMr leexdtao solairehetiMnM i it*MémoireMfl'observationdMétoitM i3° Traité
da empas des teetioM contqatt; t4<Deax !tTfe!des eentret de continaM; tS° MéaMite
aur les eMmeattde la meMTe;t6* Meatotfem)'la mesurede la sphère, t7*MeaMtMMt
la BMMMdmMMe pMaboBqtMtH° tMax~e Mt le miroirardent drcohhe! t9* M<<B<~e
Mf les miroirs ardents ûMtM<suivant des MeUnmcadqnes (CtMnparertetathrementà
ces deux ea~M~M!e catatocMde ta MNiotMqaede Leyde,n' <07<);20' Abrégésur les

aptMt de la MateUe luue; tt* Métneitedéveloppétôt les %orei de la Mntette taM;
ta* Atx~ sur les MmpM deogMndaeeMttt; M*!M)Mi)tede~doppt sur le CMnpMdes
Mtdet (sic); M" Mémoire«M t'a~m'tt; ?* MémoirepmK faire remarquer tes parties
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vMeMMdet méthodes d'otxervattoM MtMoemiqaM; M* N&aotredémontrantque la

<pMMM(h p!Mgn~d<eB<oM<MtHMtMpMmè<M<,et)eterete la plusgrande des

B)p)K<ptMM iMpMmetM, 97°Mémoiremr t'opUqae,Misant ta <a<MMdede Ke~nëe;
M*TraiMMf h per<MConM)Mntdes opérationgastronomiques,deux ttvra; 99*Mémoire

sur h déterminationde quatre ligues (aMyemxapropwthMtnd)~)entredeoxtigoMdeocëes

(<«< re«M~e<M<p~~Hto!~<<mO;3<t°M~BOtreMrta qoadtatoredueerc!e;3'*Mé.
maire mr la d~ermfaaCoode la méridieeneavec la démise «Mtitode 32' Mémoiremr
t'addithmdes frMttMt; M'Mém~M anr tes pMprMMtde ta parabole; M*tMmOMsur
ta pMpfMMtde ttypetbob M*MAn~fesur la relationquiett«e entre ta (tMtMer) des

ttM)'«<empMt!tM~)<)hMte)MCMTMp<)ad<m<e(')opth–voMcette MhttMiDétigMnt
la <MtMOfdefhMMtemp«Mt[ept)r<,onMmcM )6<) =–tf[ç <36°tMtnotte
MfhMtOM dMMnbrtt ~MaMohtnM–oa biendes ttaf~nt~ et Mtm~entM Mgoacm~-
Mqntt); 37*<MtBoi)reprouvant que la portie vMNe de cM est pius gMedeque la moitié
do eM {M*Mémoiresur ta totathm d'an doute Baran endroitdu premierlivre de rA)mt-

geate, quiavait p<<MnMd« dMottMt t ptotteaM Mwntt: 99*MëaMiMsur la solution
d~n deate sur la partie<Mt<omëMaaede t'oawf~ d'EMMe;40*MMmotresur hdtvMMt
dea deuxquantités de grandeur dMitt~te mMtfoMt<e<dMMh premièrepropositiondu
dht!e<Mlivre de t'oevMged'tndidefte tMotème d'MttMttiMt); 4t* Pfobtètntt sur les

thM~emenh OBtiqoM;42" Mémoiresur la d~BmtiMttoadu tM6 de fhq~MM'! 4!t<-

tM&eMrta<eettonde)<tt~eemptoy<epMAMMtnMt,d)tMMnT<wtMde la sphèreet du
eytMM (~f Mdtttm A da présentopMtate) <4°Mémotremr la déterminationde la

mMdttmM*nm~md'aneMn~<MtM(Fom!!M<~er*<ed(mne)<thMteerdaMMtthqttdte

<t~eMmae,bpnMnMMMm~th&nn~cMt='45*M<n~<B cas cos, qp )
Mr~pM!))~Md'iMetite'mpM<~me<tanct)ft<;<6°M<motremr!a vo!eheMt;<7'M<.
moire aur la d<tenn!<Mtt)endn ed« da exbe (probablementune «HMtmtttm d'éqMttom
caMqttM)t:* Mémoiresur la lumière des etottet 49*MémoireMf tes traces qa'on re.

marquedme la hmtj M* tMmdM sur un problèmeMtthtnetttfne;& Mémoiresur les
BcmbMth*fmoaiqt)M sy M&<Mtfesur le atoaremeot qui aHeodan te p)M i 63'Mémoire
Mt t'MttyM <tla synthèse; M*MémoiretM tta cMnMt (e'Mtt'M'nage qm~fait conwattre
M.Sëdahtt); 6)f MAo~te sur la Mtationd'm doute tar le do<Bt)èmelivre de l'ouvrage
d'Eadide: M* )tem<&<sur la MteNondes dHB<!t)!te<prëtNtMMpar te premierlivre de

t'ouvraged~neNde; 57*MémoireMrte catculdes deax hoMMpMitteM M*B~MMeà

m<p)~)!emedemeM)'e;69*ibt~Mtf<ttta)t[t dehKtM<h;M<'MèmeifeMfh)a<ntefe;
et* tMtMiMMr te moaTeatmteompteM(?)i 6f MemoiMpomrtenter tenu q')t estent
d'âne epMon eentMtteMN)]et complexettetee (eemptrerte efttogM de h Mb<!o<he<pted'OII8opinioncontraireau sujetde la volebatée (comparerle cataloguede la blbRotbèque
de Leyde,H*tM9); e3'*Mémoiresur la solution des dontes sur le mouvementcomplexe;
M*Mëmehesur tei douteaMr Maternée M*MémoireM)'Fatomei 66*mémoiresur les

MgMthoMitM; 67*MémoireMf le (?)(it faut peet~tre lie
,.j'

wtr
le ttecaett de termestectmtqoet donne par M. Setttttetà ta &nde Mn MémoireNtfles
instrumentsastronomiquesdtt AMbet); 68°MémoireMr 1'espace;69*MettXthesur lade.
tenntmMMdu htnteaMpetpendieaMtMdes toonta~M; PO*MémoireMr lu demoMtM-

<t«M (<Mt dam ce MMqa'ea tmaw employéle mot& par Met. Ben Mot<a)da calcat

Mien 71' Mémoiresur les hanteoM des triangles(<MtMde tr~oaMoettte phaei');¡

7~tM)MiMtut~pMptiéM<de<eerdes;?<*MemoiMM)fhpmp<N!ttond<<Bea!Moata,
74' MemniMMr la tMMtraettoede l'heptagoneinscrit au «Mte; 7N' Mémoireear la
de<Mn!na«ende ta hauteur du pote avec la phMgrande exactitude (la NNiotheqaede
LeydepeMedeMmémoire,dontvoiciteepremiêretligues Traitéd'Athttan BenAi)t<)tt!o
BéaAtMtham sur la détem~nattonde la hauteurda p<Heavec ta plos grandeexactitnde.
))o'y a pMune seulede*theotie*MtMaonttquetqui se rapportenta MMervaUonqai n'ait

htMia,dm<lesot)!erMth)Mqx'ettt cmapertf, de !adetenntnttionde l'élévationdu p<HeMX
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vers lui Seulement, cette construction est assez difficile; de

sorteqne nous ae pouvons t'ajouterauprésenttratté(*).–Et de

t'hotimodo lieu de )'eb<enfatioo,et c'est uniquementattmoyenda imtnonea~, et après
avoirdétermineeMetementla positiondesfo~rumeett relativementà rhMiMn,qu'on peut
venirà bout de reconnaftreles mouvementscélestes; mab M ne petttoMeaif cette déter-

'ofaatfoo de la position de t'iMtfoment, relativementà nMrtton, qa'M tM;en d'une
connaissanceexacte de la hauteur dupote,etc. '-); 76°Mémoiresur la eoMtmcMendes

depsydfM;77"MémoireMr ta sphèreardente (le ma.d'tbn AbiOeatb.porte i5.ae~ t ~M
le ma.da Taf. Athoq.et Ca~M,S~t ~f! pNtt-étre fMdrtit-ft t!re

ï!t ifJ~ 1,
de &phtttamots, mjetd'an ontrtge d'Aototycot,tMdait parTMbit )MBt~on~h «mpMer
le n" t096du eatatogMde la MNiotheqNede Leyde; 7~ Mémoiresur an problèmeartthmé-

tique solide 79'*Mea~fe sur un prob~me gecm~Mqne;M' Mémoiresur la OgeMde

t'<e)tp<eSt* Mémoiresur la plusgtmde lignequ'en peut pheer dans unsegmentde eerete;
ay Mémoiresur le moavententde la tane, aa*Memeimmt problèmesd'tateMeetton
M* CommentaireMr t'Mitha~t~oe ea forme de scolies; M* Commentairedo CMMO

(Eodtde, sectio emoaft?) en forme de <eoUet;M*CMnmentahresur t'banaontqae (d'Ea-
dide en formede MotiM a?" Traitéde la Motiondo tMpèMen~aeM) M*M<mo)Msur

t'etMqtte;M*MenMiMMfles eonnt~MneMnécessairestaxteot de baMM;90'TnttM de

politique,cinq livre%9i° SeoMeatioateet par le mededn égyptien tsMtt Ben Toteh (ee
pourraitbienêtre le eetebfeMMonomede ee nom, ti ee n'e<tque eetaM ~app<MtAit et
non pas htMk) à fouvrage d'tba Albaithamsur le Traité des problèmes d'i~ebfe de

Nophante,9!° Mémoiresur tasolutiond'en pmb)en)eM-ithmetiqee.
On doit à M.L. Am. ~<<M&)<la eonMtMtncedu y!raM <<~<!e<!))<«to~Mt«f~M«

d'Ibn Albaïtbam,mentionneci-dessus,n°M.Voirle nouveauJoarM) asiatique,mai tM<,
et rApettOMttottqae,etc., de M. CA<M)e<,peg. 498tqq.

Pourdonner une Idéede ce qa'eudentles ouvragesdu geofe decelui ment!<M)n<ci-dessus
n*89, toid <meindtttMonrapide da contenud'en ouvrage d'~eot!~ M~ deat ta M*

bHothequede Leyde poMèdela premiète moitié (n* tOMdu ettatogoe); il est h)Htu)ë
Traité d'Abott Wat~ MohmBmedBenMohaamediibotïdjM,mrtesceMMt!M))teseeee~-
~!te< aux gens de bureau et aux geM d'tfMret et autres, en fait de l'art du calcul.
Le prem~ Uvre tMtte. Da Mppoft, des ditf0feate<espèces de tmettOM(comparer le

demiemechtpitM, premièrepréparation,dupetit traitéde Beha-Mdtn),et de la règledes
six qaMtKet (eompotr CA<MJ'M,Apettn hM-,net. V!); le deM:<etMMe~e De la tantU-

p!!et«onet de la di~Mendes nombrMentierset des fractiomsimplesoa compoteea, de
t'addtttmet de la soustractiondes C'Mt!oM,de la multiplicationet de la <ti<Montbregees
le <n)M~MMNo-e De la mesnre des O~nMptMe~et de la mesare des dittancee.C'est

jmqne-&que Tale ma.de ta MMiothèqnede t~-yde.D'aprèstesommaire,le~M<<-H)MeMe)'e

traitedesdifférentsgenres d'tfnpote,de la teaaedesregistresd'impôts,et descatcttbqui s'y
rapportent; le eM?MMM<Nofe, de t'ectMaeedeatroupeauxde ehameaM, des bMset des

MKtt, pat~odièfement par rapport ao territoirede Baçrab et de Qeft&het aux con-

treet coviMenan~, puis des partajMt;le <M~xe livre, du commercéde citaese d'or

et depièces monnayées du payementdes troupes,des MjotM,des ~tement~, des aMO-

ciatioMmercantiles; te <ep<MoMNefe, des calculsque neetMiteot les dMerenb genres

d'opetattommercantiles. ChaqueUtteeM di~Xëen sept ehapitM, et chaquechapitreen <)<!

nombreplus on moinsgMnd(t jusqu'à 9) desections.

*) Ilserait intéressantde eonMXtecette constmetice't'une tqtMtioHda cinqxièmedegré
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tuémetorsqu'on dit (*) «Quel cube est égat àun certain nom-

brede parties du carré de son côté, Mon a besoinde la susdite

proposition auxiliaire, et ii est impossiblede résoudrelepro- 45

blème au moyen de nos méthodes. En généra!, lorsquele

premier de ces sept degrés est multiplié par le sixième(**),on

aura besoin de la détermination de quatre moyennes propor-
tionnettes entre deux lignes données, ainsi que l'a démon-

tré Aboû AI!Ibn Atbaïtham que Dieu le Très-Hautsoit mi-

séricordieux envers tui 1

Et si l'on dit (*~) « Quelcube est égal à seizeparties de son

côté? le premier degré sera multiplié par le (dénominateur

du) cinquième,et ta racinede la racine du produit sera lecôté

du cube cherché. Et la même règle s'appliquera toujours

lorsqu'un de ces sept degrésest égaté a celui qui, à partir de

lui, est te cinquième de la proportion continue (*).

par un tj~omMMMtbe, à m&!Mque ceM MitoM simplerepredncttonda procédétnagtx;

par EMtMtMne.(VoirA~MmM< éd. foxf., p. )t4-ït6.)

') <t'==<t.y
t

**) S' c'~ à quoicondoit, en t<M, la méthode oap!oy<epar t'mtettr dxat <?

etem~Mpr<eMt«b, toftqn'etteest tpptiqo~ à t'~Mtion =
a etr, miNat cette

t
méthode,«n matttpMtMtMdeoï memhtMpar ce qui donne ~<==o.

y. =.. x

ou = a. Cependantil MmNeque t'Ottenr, en Mservant de t'atpreMtoa <'te premier

def~ est moMptiépar le ttitème, teot dét~er nn degréqui est muMptMpar ? <~M-
oXMa<eM'de celuiqui, à pa~ <&<j'MO)<<M',est le <Mè)Mdtm l'ordre de la proportion

CMMnMdMsept degrés; 4 Mvoir~ par~ tedenomiMtear de etae' pM~' le deao-
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Qnantaux éqaatioMcomposées,parexemple(*),«Une racine

est égale à l'unité plus deuxparties de racine, a cela équivaut
à a Un carré est égal à une racine plus deux en nombre, »

parce que les trois derniers degrés sont proportionnela aux

trois précédents. Nous résolvons(Féquation transformée) au

moyen de la méthode précédemment exposée, et le carré se

trouvera être égalà quatre, et sera, en effet, égal à sa racine

plus deux en nombre. La racine de ce carré est donc cequ'on

cherchait; cette racine est deux, et est effectivement égale à

l'unité plus deux parties de cette racine. –Et de même, ai l'on

dit (**) "Un carré et deux de ses racines sont égaux à l'unité

plus deux parties de racine, » alors cela équivaut à « Un

cube et deux carres sont égaux à une racine et deux.?» Nous

déterminerons le côté du cube, comme nous l'avons démon-

tré, au moyen des sectionsconiques et le carré de ce coté

sera le carré cherché. –Et de même, si l'on dit (*) «Une

racine et deux en nombre etdix parties de racine sont égaux à

vingt parties de carré, cela équivaudra à « Un cube et

deux carrés et dix racines sont égaux à vingt en nombre; »

nous déterminerons le côté du cube au moyen de la méthode

des coniques, et ce sera la racine cherchée. Généralement,

quatre degrés quelconques de ces sept degrés, se suivant en

série continue, peuvent être considérés comme une des vingt-

cinq espèces discutées ci-dessus.

Mais lorsque la série s'étend à cinq, six ou sept degrés, il
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n'y a pas de méthode qui réussisse à résoudre le problème.
Par exemple, lorsqu'on dit (*) <tUn carré et deux racines 46

sont égaux à deux en nombre et deux parties de carré, Dalors

c'est impossibleà résoudre, parce que le carré est le second

de ces degrés, et que la partie du carré est !e sixième; de

sorte que la série s'étend à un intervalle de cinq degrés. Cela

servira de règle pour les autres cas.

La totalité des équations simples, ayant Heuentre ces sept

degrés, monte à vingt et une, deux desquellesne peuvent être

résoluesau moyen de notre méthode, mais exigent la proposi-
tion auxiliaired'Ibn Alhaitham de sorte qu'il en reste dix-neuf

espècesrésoluMes par notre méthode, tes unes au moyen des

propriétés du cercle, et les autres au moyendes propriétés des

sections coniques. La totalité deséquations composées à trois

termesrenfermant trois degrés successifsmonte à quinze; eïles

sontrésotnHes au moyen des propriétés du cerde. La totauté

des équations composées à trois termes, qui constituent un

intervalle de quatre degrés successifs quelconques, monte &

vingt-quatre; elles sont résolubles au moyen des propriétés
des coniques. La totalité des équations composées à quatre
termes renfermant quatre degrés successifsquelconquesmonte

à vingt-huit, résotaMes au moyen des sections coniques (*").

*) ~+~=t+t.C'e<t,ent~Me<qa)~daq)MM&mede~;nM~tM

équation de eede~danM!Mp<m~<~t eneoM«M MM.t)ra!tMan tMytndedemcee-
atqaee,ceqat d'aitttOMd'<M'<MS~omëtKt <mbe9onttM!anent KconM (Vetrr<dd)MonD,
MeondpmNème).

**)VoM le toNem cemptetde tMtM cm eqatthMM
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La totalité des équations ayant lieu etttt'eces sept degrés, et

résolubles ail moyen des méthodes exposées par nous, monte
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donc à quatre.vittgt-sitt, dont il a étémentionné dans les trai-

tés de mes prédécesseurs uniquement six espèces (*). Pour

quiconque a bien approfondi lesthéorèmes proposés dans ce

traité, et en même temps possède une certaine force natu-

relle de l'intelligence, ainsique l'habitude de s'occuper de pro-
blèmes mathématiques, il n'y aura plus, certes, rien d'obscur

dans les problèmes qui offraientde si grandes difficultésaux

géomètres des temps précédents.
Nous voilà donc arrivés au terme convenable pour finir ce

mémoire en offrant nos touangesau Dieu Très-Haut, et en

imptorant sa bénédiction sur tous les prophètes.

C'est ce que je m'étais proposé de développer.

Or, cinq ans environ après la composition de ce mémoire,
une personne possédant une tégeMteinture de connaissances

mathématiques me raconta que le géomètre Aboût DjoAd

tt «t temafqaaNe quel'auteur n'<MpM<Mfrappépar la penséequ'on peut prodaite un
nombre<~<t<d'ëqMatioM"rë~ttbtM par <e<m&hodM'en motttpBMt thMane de ses

vingt-cinq (oa plutôt en rejetant lesA)tMtinmt" 4à e, et tOMt, Ah-Mat) eqMS<M&
±Mri

p~mM~MpM < étant un nombreentier quelconque.ce sont probablementses

Oteentt phitcMpMqaettw la Mtmedes pntaaaeM(voir?<<;«7 et 8) qui Fempeetnient
de concevoircette Hee.

*) A savoir, les espècesn°' t, t, 7,9,9. –veir tMtraités de Mch.BenMeû~et de
Beht E<Mtn,et compter le passaaed'tbn KtMMetncité p<rtt<tdimh<(ta(<d.deFt'tq~t,
t.M,p~Mt).
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MohammedBenAltaïth, que Dieu soit miséricordieuxenvers

lui! était auteur d'un traité sur rénumération de ces espèces,

et sur la manière de ramener au moyen de l'analysela plupart
d'entre elles à des sections coniques, sans cependant discuter

complétement leurs cas et sans distinguer les problèmes pos-

sibles d'avec les impossibles, mais en. donnant seulement les

développementsauxquels il était conduit par la considération

de problèmesparticuliersdépendant de cesespèces.Je ne serais

pas porté à croire cela très-loin de la vérité, parce que les

deux espècesque j'ai dit appartenir à un de mesprédécesseurs

lui sont attribuées. Et la personne dont j'ai parlé les avait vues

dansun exemplairecomplet desouvrages d'Aboùt Djoûd, écrit

de la main d'Alhàzemi(*) le K.hârezmien.

L'une de cesdeux espèces est trinôme à savoir: «Un cube

« et un nombre sont égaux à des carrés (**).a Cette équa-
tion a des cas, et les cas sont sujets à des conditions, ainsi

qu'il a été expliqué dans ce mémoire. Maisd'abord il n'a pas
énoncé complétementles conditions, et ensuite il s'est trompé
de nouveau à l'occasion de cette espèce en affirmant que, si

le coté du cube égal au nombre donné est plus grand que la

moitiédu nombredescarrosse problème est impossible.Car il

n'en est pas ainsi, comme nous l'avons démontré. Il fat induit

danscette erreur, faute d'avoir reconnu la possibilité du con-

tact ou de l'intersection des deux coniques dans cet autre cas.

L'autre espèceestquadrinôme, à savoir: «Un cube plus un

« nombreplus des côtésest égal àdes carrés (*) a etcertes rien

de plus beau que sa solution de ce problème après que tous

les géomètres s'étaient épuisés en vains efforts pour l'obtenir.

') Voirte to«t Alloubdbdu Scy<MMt,éd. de vetb, vol. p.

**)C'e6t)'4q<Ma<ma*17d'AtMMyy~at.Voirpage40 aqq.
*) C'Mt)'<~n~Hoan*9t d'AtttMy~mt. Voirpage49Mj<t.
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Cependant le problèmequ'il résolut était particutier, et l'es-

pèce a ditïérents cas et est sujette à des conditions; enfin elle

renferme des problèmes impossibles. De tout cela il ne donna

pas une discussion exacteet complète.
J'ai parlé de cela uniquement a6n que les personnes qui

rencontreraient lesdeux traités pourvu que ce qui m'a été

raconté relativement à cet excellentgéomètresoit exact puis-
sent comparer mon mémoire présent avec celui attribué à cet

excellent géomètre.

Or, je crois n'avoir négligéaucun soin pour rendre ma dis-

cussion complète, m'efforçant en même temps de satisfaire

pleinement à ma promesse, et d'éviter pourtant une prolixité

ennuyeuse. Si j'avaisvoulu, j'aurais facilement pu donner des

exemples de chacune de ces espèces et de leurs cas. Mais,crai-

gnant d'être prolixe, je me suisborné à proposer cesthéorèmes

généraux, con6anten l'intelligencede l'étudiant, parceque ce-

lui dont l'esprit a bien pénétré Fidée de cet ouvrage ne sera

certainement pas arrêté par tel problème spécial qu'il voudra

seproposer, ou par ladifficultéde le ramener à l'espèce dont il

est le cas particulier. C'est le concours de Dieu qui conduit

au succès, et c'est en sonassistanceque nous nous confions en

tout état.

J'ajoute encore ce qui suit. Un de nos élèves nous a pressé

de ses instances d'exposerl'erreur (~commise parAboùt Djoûd
MobammeoBenAUaïthdans!a discussionde lacinquième dessix

espèces tri nomesrésolublesau moyen des coniques. C'est l'é-

quation e Un cubeet un nombre sont égaux à des carrés (~*).»

Aboûl Djoûd dit Faisons le nombre des carres égal à la

*) cette enenf coaohtet t~etr dit(9<.M)
t*Qae siBC==ÇA, te*de<Heeni<t«Mte toachentaupoint C;
t* Que ti BC> ÇA, tt<deuxeeniqaMt'ont pMdf MncontM<httoat. (Voir pag«)43

<t89.)
") N' <7. x'+<t=''f.

(!.
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*B=e,BC==<t,BC<AB.
= t =!

BC > AC, no ~« > –BCDEcarn*.
< < 2

tB, BE,M;mptotMd*aMhyperbole<<ptiM&Mqui pMMpar le pointD.
A sommet, ABaM, BCparamètre d'uneparabole.

U BC!=AC(e)!.M,'). La parabole pam par D (Ttirtanotept~tt), t< tM
<t<nn<eet<oMCMiqaMM-renconttreMtM)D, non pareentatt, maispar int~.
'Mtion.

ligne AB(6g. 3o), et prenons sur ABun ornent BCégal au

coté d'un cube qui est égal au nombre. La ligne BCsera, ou

égale a ÇA,ou plus grande, ou plus petite que CA.

Il dit Lorsque ÇA est égale à BC(6g. 3o, ), complétons le

rectangle CE, et faisonspasser par D une hyperbole ayant AB,

BE pour asymptotes. Construisons aussi une parabole ayant
son sommet au point A, son axe sur AB,et son paramètre égal
à BC. Cette parabole passera infailliblement par le point D,

comme nous l'avons démontré. Puis il dit que les deux co.

niques se touchent au point D. Mais c'est une erreur, parce

qu'eties ont nécessairement une intersection. Démonstration.

FaisonsBZ égale à BA,et joignons AZ. AlorsAZpasse infailli-

blement par D,et sera située (relativement à sa partie AD)dans

l'intérieur de la parabole. L*ang!eADB sera un augle droit, et

l'angle ABDseraégadà t'angle ZBD. Or il est connu que Faxe

de rhyperbole divise en deux parties égates Fangte(des asym-

ptotes) quil'enveloppe. Conséquemment la ngneBDT est l'axe

de l'hyperbole qui passe par D. Mais !a ligne AD est parallèle
49 aux ordonnées (de l'hyperbole); elle sera donc tangente à

l'hyperbole. Ïl s'ensuit nécessairement que la parabole coupe

l'hyperbole, ne pouvant être située entre l'hyperbole et la

tangente à l'hyperbole parce que si la parabole touchait cette

tangente à l'hyperbole, les droites menées du point D à un

point quelconque pris sur la circonférence parabolique AD

tomberaient entre la parabole etsa tangente, cequi est absurde.
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Men résulte avec nécessité que la parabole coupe l'hyperbole
encore dans un autre point situé entre Aet D. Et c'est ce que
nous nous proposions de démontrer. C'est ainsi que ce géo-
mètre excellent s'est trompé en avançant queles deux coniques
nécessairement ont un contact au point D.

Maintenant quant à cesmots «Lorsque BCest plus grande

que ÇA,teproblème estimpossible, parce queles deux coniques
ne serencontrent pas, c'estune assertion erronée. Au contraire,

les deux coniques peuvent très-bien se rencontrer, soit par

intersection, soit par contact, en un seul point ou en deux

points, situés entre Aet D, ainsi que nous l'avons démontré

ci-dessus. Et l'on peut en donner une démonstration plus

générale que celle que nous avons proposée.

Que AB(Bg. 3o~s)soit égale au nombre des carrés, et BC

égale au côté du cube (qui est égal au nombre donné) et

plus grande que la moitié de AB.Complétons CE,et décrivons

les deux coniques de la manière qu'on sait. Supposons (*)

AB égale à dix,et ZBégaleà six. Le produit du carré de ZBen

ZA sera cent quarante-quatre. Ce sera le nombre donné; le

*) a) BC>M<KtBC>~(6g.30,*).-SaH)MMM&B=ee=tO,ZB==~==e,

=Vlâ=VÎ4-4 > 6, oude~+a==M* a m!t<t==?'(<–ae)=ZB*.Zt.==tt4; BC==~=t~ttt> &,on
AB

OeBC*==ZB*.ZAHMit: )) ZB~BC=BC:ZA.

Cettpantt'hyp<tbo!eaa point B parMMpctpeaditahitt ~et<e au peiat Z, on aura t<ct<ta~b
BB~tttMcanëEC.dcM 2) !B:M==BC:ZH

~-9

et 9) 5t': BC=ZB:ZB
De <)et 3) i) suit 4) ZB BC=Za ZA

<te:)e<4) S) BC:ZH==ZB:ZA ou zE*==BC.ZA;
at6ndet)eti) ZB:BC==BC:ZH=za:ZA.

<!)',<:)eZH=BC.ZAHt<MKeqMB«t~ta<Mt~Mfbc!tt<mttfeaMdetapaMbofe,bXn

que nous<]fOMmppMe BC> oa BC> AC. CeMéqaetnment)'<Mertiond'Abeû! DJotd

qu'en ceCMtMdeux coatquef nese ren<wa<~Mttpas, est tffonft. t.'xeKf tafm)' po~-

live est, dans t'exempteprésent, .c = 9 +1~ M-
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côté ( ducubequi lui est égat)seraBC,et BCsera in&Utibtement

plus grand que cinq, parce que le cube de cinq est cent vingt-

cinq. Or le solide ayant pour base lecarré de ZB,et pour hau-

tenrZA,est égataucube de BC.Conséquemmentteor&bases sont

réciproquement proportionnettesà leurs hauteurs, c'est~-dire le

carrédeZBestau carré de BC commeBCàZA.MenonsdeZ une

perpendiculaire qui coupera l'hyperbole au point H,et complé-
tons le rectangle HB. Le rectangle HB sera égat à CE.Consé-

quemtaent leurs côtés seront réciproquement proportionnels,
c'est-à-dire ZBsera à BC commeBCa~ZH.Doncle carré de ZB

sera au carré de BC comme ZB à ZH. Maison avait trouvé le

50 carré deZBau carré de BCcomme BCà ZA;par conséquent
ZB à ZHcomme BCà ZA, et a&~<MM<~(*)(ZBà BCcomme

ZHà ZA). n en résulte que tes quatre lignes ZB,BC, ZH, ZA

sont en proportion continue, et quête carréde ZH est égal au

produit de BCen ZA. MaisBCest le paramètrede laparabole
dont ABest t'axe et A le sommet; conséquemmentZHest or-

donnée de cette parabole, et le point H sera alors infaillible-

ment situé sur sa circonférence. Mais H était déjà situé sur

la circonférence de l'hyperbole. Les deux coniques se ren.

contrent donc; et l'erreur d'AboûlDjoùd,lorsqu'il dit qu'eMes
ne se rencontrent pas, est évidente. Or, c'est ce qu'il s'agissait
de démontrer.

Afind'éctaircir encore plus cette question, supposons(**)AB

*)V<t<t~we!Me,BMments,th. V,<Mf.M.

**)(Ft:.M~)ÂB==c=M, t!C=t~O=4t, &C==AB–M=39. M>AC.

CD=BC, doue CD > M:, te; MatéqaNmMOtDMMto~mdthortdehpaMboh.

LC*=BC.AC=t&99, U:==t/tM~=M–t,Mtt<–
1

LC=BC,AC=tf>99, LC= (/1399 = 40-a, oit a < gÔ't

TC=BC==4t, AT=9; HB=Bt.KTtM~ente!'rh~pttbote;

AK=~==9~; MRptTpeB<Mo)tatte&A&.
Ait

4 T= 9 :¡;
Mil perpendiculaire UK,

LC': MK*=AC AK = t, MX=
= M t'. oi) t' <
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(6g. 3o, ~) égaleà quatre-vingts, et BCqui représente te côté

du cube qui est égal au nombre donné, égale à quarante et

un, de sorte qu'elle sera plus grande que AC.Le point D

tombera en dehors de !a parabole. Que celle-ci passe donc

par le point L. Atorsla ligne LCsera égale à la racine de mille

cinq cent quatre-~ngt-dix-nenf, ce qui fait quarante moins

une petite quantité. FaisonsTC égale à CB BH égaie à BT,et

joignons TH. Alors TH sera tangente à t*hyperbo!e, comme

nous l'avons dentontfé. Prenons un segment AR égal à un

quart de AC,et menons de K une perpendiculaire qui cou-

pera la parabole au point M.Lecarré de LC sera au carré de

KM comme AC à AK,parce que les deux premières lignes
sont ordonnées de la parabole; c'est ce qui a été démontré

par Apolloniusdans la tg* proposition du premier tivre (*).
KMsera donc la moitié de LC,c'est-à-dire égale à vingt, moins

une petite quantité. Or, CT est quarante et un, AK neuf et

trois quarts, et ATdeux(**) conséquemment KZsera onzeet

trois quarts, parce que KZ est à KT comme HB à BT mais

les deux dernières lignes sont égales. Men résulte que la ligne
ZMsera plus grande que huit, ce qui est compté à partir de

KZ:KT=HB:BT, daecKZ==)tT==)[t+AT==tt~.

!M==MK–M=< > 8.

--s -a
L'ahtdMeHt de l'hyporbole<)«ttMiretpondà M Mra é<~eà

== jS~AK =~

doMKN> M), de sorte qa'M les deux c<mtqMesont situées en dehoK t'0)Mde l'antre.

Mais, en effet, on ne voit pasbien pour qael motiffaatenr $ supposéA&=
Ac; car s'ilMtb, ea eifet, oo m veit p~Men poar <teet tBettft'Mtear it Mppo<ëAXs= -r-; tar t'it

avait thtMX~KuneVttMtcompriseentra 17,8et 88,6, il aurait neeeMairemecttrouvé<)ae
t'hypetMe passedanst'inMrteu)'de ta parabole,et o<ceMfM, ainsi quele montrela agste
dans le ttM<de laquellela domee<MmMqnesdu texte ont été rigomensententebservéM.

*) M. d'O~ p. 46,Uv.t, pMp.M.

**) J'ailaissésubsisterdtM letexte la leçonMtM~tt,commese <mMMnt<'ptt<'tn<'t)t<).ms
tft deuxmss. mais il vaudraitm)e'Mtin: ithnaïni.
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la tangente à l'hyperbote; et ce seradans cette position infail-

liblement en deçà de l'hyperbole; de sorte qu'on serait forcé

d'avouer que les deux coniquesne se rencontrent pas lorsque
BCest ptus grande que CA.Maisil n'en est pas ainsi néces-

sairement dans tous les cas, et AboulDjoûd s'est trompé dans

&t cette assertion. Remarquezcela. Sionveut, onpeut facilement

en trouver des exemples numériques.
Ce problème revient en vérité à celui d'appliquer à une li-

gne donnée(c) un solide ({c–~} .c')défaillant d'un cube (.t~),
et égat à un autre solide donné (a)(*). Alors, si le coté (P~e)

/c\
du cube, qui est égal au solide donné, est égal à la moitié

t )
de la ligne, ou plus petit, la construction est nécessairement

possible; mais lorsque ledit côté est plus grand que la moitié

de cette ligne, le problème peut conduire à des cas impossi-

bles, conformément à ceque nous avonsexposé.
Cest Dieu qui facilite la solution de cesdifncultés par ses

bienfaits et par sa générosité.
Terminé (**),à midi, le premierjour de la semaine, le vingt-

troisième du mois Rabia premier de l'an six cent.

*) Comparerl'addition B.-C'est peat~tft cetteanalogiequi existeentre la eoMtn!<!t!<m

der~)Mt~nje'+~~<M!*e<t<tM**pMp<)<t<i<)ndevP*M~tedttËM)Benb<rE))t!Me(eo,
t'on vent, r<qma<mcarrés <e*+ e = &!t)quia eNNéyenent d'j~bott B~M cdtHventatt

à la Smitede la mhMMK.car danscette denH~repepe~thm cette !tm!te,en <OM,a Xea

toKqtMla racine (carrée) de la aurfaeedennéeMtëj~te~htMttM de h)~nedMB<e,<n
supposantque le pMtnétogrMnmetppttquédohettM d~MUmt(t'an carré.

**)Asavoirla copie.-Quant autnitt&imequiMtiadi<p<<<htMtte manaMtKpar)mpMt&
<MM)eà déchiffrer,j'en ai in~te damletatte M)f<c~n)tMgravé, pour ne pMbMtttderxee

~t~teatiM)con)ett))M~.
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A

« Mémoire<f/Aa ~a~t, C'e~-<3[-<!&~du C~a~A

~<tfïMtBen~p<M Ben ~~<tf~<MMsur la section d'une ligne

<o~<~ par ~c~*M~ dans le secondlivre.

e Hdit Archimède employa, dansla quatrième proposition
du second livre du Traité de la sphère et du cylindre, une

ligne qu'il suppose divisée suivant une raison particulière,
sans démontrer comment on divise cette ligne suivant cette

raison. Et puisque la section de cette ligne ne peut être effec-

tuée qu'au moyen des sections coniques, et qu'il n'employa
dans son ouvrage rien des sections coniques, il ne s'avisapas
de mêler au traité ce qui était étranger à son sujet. Nous

avions donc admis cette section d'une ligne, en présupposant

qu'eue peut être eSectuée. Mais tant que nous ne divisons

pas eNectîvementla ligne suivant la raison donnée par Archi-

mède, la démonsttauon de la proposition dans laquelle cette

section fat employée par lui reste incomplète. Puisque donc

il en est ainsi, nous nous sommes proposé d'effectuer cette

section et d'en montrer la possibilité, afin de rendre évidente

la justessedu procédé d'Archimède.

« La section employée par Archimède consiste en ce qu'H
donne une ligne, et sur cette ligne deux points D, Z (6g.3t).
Il suppose que les deux distances DB, BZ,sont connues, ainsi

que le rapport de BZ à BT. Puis il dit Faisons maintenant le

rapport de HZ à ZT égal au rapport du carré de BD au carré

de DH.»
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« Déterminons donc ta tigne au moyen de ces données, et

occupons-nous de sa section. »

J'ai traduit textuellement cette petite introduction, puis.

que les paroles du célèbre géomètre arabe ne sont pas sans

une certaine valeur historique. Pour la solution même qui

suit, je ne vais en donner qu'un exposé succinct, afin de ne pas

fatiguer le lecteur par la prolixité des démonstrations ancien-

nes adoptée par les Arabes.

Faisons AD, ET, CZ,égales a BDet perpendiculaires à DZ,
et joignons les points A, E, C, qui sont en ligne droite.

Faisons passer par E une hyperbole ayant CZ, ZD pour

asymptotes. Elle coupera AD en un point K situé entre

A et D.

Puis construisons une/M~a~A* dont Faxe soit DA, le som-

met D, et le paramètre DB. Elle coupera ACen un point S, en

sorte qu'on aura AS AD. BD == BD~donc AS=BD. Et puis-

que AJE===DT>DB(*),on aura AE>AS.

E sera donc situé en dehors de la parabole, tandis que K,

comme point de son axe, sera situé dans l'intérieur de la pa-

rabole. Il s'ensuit que l'hyperbole et la parabole ont une in-

tersection.

Abaissons du point d'intersection M une perpendiculaire
sur DZ; le pied H de cette perpendiculaire sera le point

cherché.

Car, en menant par le point M une droite NML parallèle à

DZ, on aura, en vertu de la parabole, MN = BD. DN, ou

DH'==BD. MH, donc i) BD': DH=BD: MH.

Puis, en vertu de l'hyperbole, on a ML: EC==ET:MH,

ou a)HZ:ZT=BD:MH.

*) fXMquaM > Zr, voir .lr<'t<M)M~,M. <<'0:it,p. t&B,lig. 96du te~tegret.



__Q~

Maisde la combinaison de i) et a) it suit

HZ:ZT=BD*:Dt?'; e.q. f. d.

On peut voir la même chose d'un sent coup d'œit. Désignant

DB, TZ, DZ, DU par b, c, respectivement, et prenant D

pour origine des coordonnées, l'équation de l'hyperbole sera

(e–d!-)==o! cellede ta paraboles* ==~.<~et ta combinaison

de ces deux équations donne;f* (c –.c) ==<t*.b, ce qui est en

eHet t'equation qu'it s'agissait de construire. (Voirla prétace.)

A la suite du mémoire d'tbn Athaîtham il se trouve une

autre solution du même problème, précédée de ces mots

« D'une autre manière par un autre, au moyen du mouve-

ment de la ligne. e Euem'a paru mériter une attention par-

ticulière, comme solution mécanique d'un problème de géo-

métrie et encore parce qu'eue prouve, comme on verra,

combien les Arabesont su pénétrer dans resprit desméthodes

grecques, et s'en faire des instruments qu'ils maniaient habi-

lement. Voici le procédé du géomètre arabe

Menantdes points D et Z (fig. 3a) deux perpendiculairesàla

ligne DZ,il prend sur la première un segment DAégalà BD,et

sur le prolongement de DZun segment ZCégalà ZT. Puis il

imagine deux droites pivotant autour des points AetC en res-

tant constammentparallèles entre elles !apremière decesuroi.

tes mobilescoupera constamment ladroite DZ; lasecondecou-

pera la perpendiculaire menée du point Z; la droitequi joint

les deux points d'intersection changera de position avec les

droites mobiles, et renfermera avec e!tes des anglesvariables.

Qu'on fixeentre toutes les positions que prend successivement

le système de ces trois droites mobiles, celle dans laquelle
la troisième droite qui joint les points d'intersection est per-

pendiculaire aux deux parallèles mobiles. 1~ point d'intersec-
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tion H de la première droite mobile avec la droite fixe DZ, qui

répond cette position, sera celui qu'il s'agissait de trouver.

Car on aura AD:I)H~=HZ:ZE; donc AD Dtt===HZ* :ZË'

==HZ:ZC; mais AD==BD et ZCs=tZT; donc~D :*]M'==

=HZ:ZT;c.q.f.d.
Examinonscette solution. Désignons comme ci.dessus BD,

TZ, DZ,DHpar a, A,c,x respectivement; il s'agit deconstruire

Féquation

1) e.~ + «'.t ==0.

Ï~a construction du géomètre arabe revient virtueUement

à ceci de construire la courbe lieu géométrique des pieds
de toutes les perpendiculaires abaissées du point C sur toutes

tes tangentes d'une parabole dont A est le foyer, et DCla tan-

gente au sommet; puis de couper cette courbe par une droite

perpendiculaire à DC au point Z. En d'antres termes, pre-
nant lepoint C pour origine des coordonnées, on combine la

courbe

I) + ~r– (H-e)a~+ = o

avec la droite 2== A,ce qui, lorsqu'au moyen de la relation

a x ==:~ r ==~ b, on introduit encore x en place de

produit effectivementl'équation proposée.
Voici maintenant comment cette construction se rattache

à celle donnée par Platon pour le problème desdeux moyen-
nes proportionnelles(*).La solution de Platon consiste en ce

qu'on prend, sur les deux cotés d'un angle droit à partir du

sommet B (6g. 33), deux segments BA, BF respectivement

égaux aux deux lignes données, et que l'on trouve/à l'aide

d'un instrument qu'il imaginepour cet effet, deux points E,A

*)~-cMM.,M.<t'Oxf.,p.)?.
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situés sur les prolongements de AB et de FB;de sorte que
FM et EAAsoient des angles droits.

Désignant BF par b, BE parr, BApar BApar a, on aura

en effet b ===~ z ===j: « donc on aura construit l'équation

a) == a.&

Maisévidemment cette construction revient à ceci de cons-

truire la courbe lieu géométrique des pieds de toutes les per.

pendiculaires abaissées du point F sur toutes tes tangentes
de la parabole dont A est le foyer et Br la tangente au som-

met; puis de couper cette courbe par le prolongement de la

droite AB.

Cette courbe est donc la mêmeque celle dont nous venons

de parler. Prenant le point f pour origine des coordonnées,
ce sera la courbe

U) + t<y <M* == o,

qui, combinée avec la droite .c == produit ~==ot& En

échangeant les directions positive et négative des~, les équa-
tions I) et II) deviennent identiques lorsque les paramètres

(~ + c) et sont les mêmes.

Le géomètre arabe s'est donc ingénieusementservi pour la

construction de l'équation ï) des moyensimaginés par Platon

pour celle de l'équation t).
On a dit que la construction d'une équation cubiquea l'aide

d'une courbe du troisième degré renfermait une pétition de

principe, en ce que la succession despoints de ces courbes ne

saurait être trouvée que par la résolution d'une équation cu-

bique. Cette objection a'évanonit cependant à l'égard des

courbes qu'on peut décrire à l'aide d'un instrument par un

mouvement continu, et l'on peut dire en quelque sorte que
c'est ce que virtuellement Platon du moins a d'ait.Rien n'est
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plus facileque d'imaginer un pareil instrutnentpour lacourbe

qu'on vientd'examiner (*).

B

« Aunom de Dieu clément et miséricordieux

« Cest en Dieu que repose ma confiance. p

« J'ai !a ce que tu as mentionné, ô mon frère, de ce
qu'a

dit le géomètre Aboû Abdallah Atmàhan! dans le mémoire

qui a pour objet de commenter le second livre du traité d'Ar-

chimède sur le cylindre, la sphère et le cône, à savoir que des

neuf propositions qui composent ce livre, il réussit à en cons.

truire huit, tandis qu'il s'efforçait en vain de donner une so-

lution parfaite de la quatrième, laquette est la section d'une

sphère
en deux parties

suivant une raison donnée, à cause

de la dMËculté du lemme dont il avait besoin pour cette so-

lution. n chercha alors à la résoudre par l'algèbre, et ramena

te problème à une égalité du cube et des carrés à un nombre (**)

(équation) dont les éléments ne sont pas proportionnels (*).

Cela revient à appliquer à une ligne donnée un solide à cotés

*) En diacatantréptttten t), on trouve que cetteMatbe a deuxbMMhetMatet, ayant
pour M~mptotecommunehtdtMtMeede la parabolemtntfMaëe tt-deMM.et d:he6e<de

part et <fttttMde cetteasymptote.Elleforme<n)~<MMdet'Me CD(S)!.M) unMMdpenche
WMAD, et a aBpoint doubleen C. Elle t'étetgoe le pt<Mde t'aïe des tbtdMee aux deax

pein~ qui ont pur coetdMneM
S='~ = en pomnt

<t*==«*+(&-t-e)'. SHepehta)teC,aa)iend'e<Mpti<MrhtaBsmteMMmmet,aM)t
éM prisMf la dtrtetttce de la parabole,ta courbe aurait<Mune focalet Mern).

**)Cd<a'Mtp«<oati'MteïMt! UMMtdhe: <d'nncnbeetd'ttanomhfeàde«Mtê< »

Cepeadant i)M faut voir eaeec! qu'an<!mp!et<!p«He<t&tMt.tmeMeet-eiMdvehMee, et

Mn pas ne erreur ou une Incertitude. En effet,en parlant de ehaMO«)Miconnaet que
reMent te tamme d'AKMatMeet fetmttm d'AtmtMni. et encoreen ~-Mnt d'e]Mm!ner

un mémoirequi s'y rapportait. l'auteur pouvaitMdhneMef de par!efavec cette~meme
exactitudeqo'oa meMratta eeoneMd« tMofemefttntt&Mmentnoaveamt.

-) c'Mt-a-d!m<en'e<ttpasmee~atien du genredes eqmttont n*' i0, <t, Udo traité

d'Attha~amt, en Mde qn'Mt pentMtt, en tadt~ntpar~. la ramener à une eqcatton
came.
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7

parallèles et dé&uttantd'un cube. Or j'ai eu besoin, pour eûec*

tuer ceci (*), de résoudre antérieurement un autre problème
à la solution duquel on parvient sansdifBcutté, et que voici: »

a Étant données deux lignes ABet C (fig. 3~), diviser Ai)

au point D, eu sorte que AD soit à C comme le carré de C

au carré de BD. Et c'est ce dont on a besoin pour résoudre

le problème dans la solution duquel échoua Atmâbâu!. f

«Mais cela n'est possible que lorsque la ugue C n'est pas

plus grande que la ligne quipeut le solide ayant pour arête un

tiers de AB et défaillant d'un (cube qui a pour base le) carré

dont le côté est égal àdeux tiers de AB("*),c'est-à-dire laligne

qui peut quatre neuvièmes d'un tiers du cube de AB(*).
e Toutefois supposons que C puisse être plus grande, ce

qui sera plus général, et considérons AB dans deux cas, en

1
termesemployésdamte teste, MppetoMd'abordquecetteeMMtmctiond'on paftttMHpipMe
apptiqaé«ne ligneet défaillantd'nn cobeest calquéesur cetted'un rectante appliqué&
une Mpteet détaillantd'un carré. (Euct.,vt, M.) Et)effet, en désigMat par <fafigaedon-

née, parv ons le volumeou la mrfMedonnés, la pMmièreeoMtntctiont'e~p~merx par la
formulee==(~) haecondeparh fonnutot== (~ ADonc,an ffende part<fdn eotMe

appliquét ta M~xear et défaillantdu cubeyô,dont le

–p~– ï «ttëest j~, te g&tntetMarabe, en faisantabstraction
~U S de la bM'eot-commune?<<égale au coM cllbe re-

a ~p < trmch~, c'a en vaeque la b)sett6, quidame~te eoa*

<ttt)<th)aest la partieessentielledela nptfe, <tappellele solide .défaillantd'un carrédont

le ettë est ~ï*. EnsuitefemarqMeatque tandieque le totMea8 est, en effet, dans toute aa

ton~uenrappliqué&ta ligne<tY,la ligne tty n'est pat
teat entièreappliquéefa solide«! or

la ptrtte de cette Méat app)i<ta<eau <e)idetj! ~Li~), c'ett «p, t'Bteteda solide

apt~o<, et dans notretM As.
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nothtproposant dans t'un de retrancher BU de AB,et clans

l'antre d'ajouter BDà AH,en sorte que ADsoit àC comme le

carré de C au carré de BD.

Voici maintenant la solution que le géomètre arabe donne

du problème ainsi posé, et que je ne reproduis pas textuelle-

ment, afin d'abrégé).
t)fait BE==C,pt construit sur BEcomme baselecarré BEZH.

11décrit une parabole dont le sommet est A, l'axe AB,et le pa-

ramètre C; ensuite il fait passer par Z une A~~oA? ayant EB,

BHpour asymptotes. Les deux coniques se rencontrent néces-

sairement. Du point d'intersection T, on abaissedeux perpen-
diculaires T&,TDsur BH, BE.On aura en vertu de la parabole

t) AD TD ==TD C, en vertu de t'hyperbote BEL BE==

EZ:KT ou a) TD C==C BD.De lacombinaison de i) et a) il

suitAD:TD=TD:C==C:BD ou AD:C==:C':BD; c.q.f.d.

Puis il en revient ainsi au problème principal
« Après avoir résolu préalablement ce lemme, prenons AB

dans les deux cas, et proposons-nous d'appliquer à ABun so-

lide à côtés parallèles, égal à un solide donné, excédant ou

défaillant d'un cube (*).Quela ligne C soit le côté d'un cube

égal au solide donné. Dans l'un des deux cas retranchons de

AB,et dans l'autre ajoutons à AB une ligne BD, telle que AD

soit à C comme le carré de C au carré de BD.a

« (La possibilité de) cette construction n'est pas limitée

au second cas, mais elle l'est nécessairement au premier. La

limite, c'est que la ligne C ne soit pas plus grande que la ligne

qui peut un cube égal à quatre neuvièmes d'un tiers du cube

de AB,c'est-à-dire le solide ayant pour arête un tiers de AB

*) Quele ~otumedonoésoit égalau cubec. A))Moyendx lemmeon trouveA&,en sorte

<tt'e ~n. B0= (T; nMMAB==(\B±B&), donc AU BD±BOega) au votamedonne;f

<)<)'))~i«!)it d'obtenir
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et dévaluant d'un (cube qui a pour base ie) carré dont ic

côté est égal à deux tiers de AB (*). »

a Leproduit du carré de BDen ADest égalau solide à côtés

parallèles, terminé par deux carrés de BD et par quatre rec-

tangles AD,BD; le produit du carré de C en C, c'est le cube

égal au solide donné. Le solide appliqué à ABsera dans un

cas défaillant,et dans l'autre excédant, d'un cube dont le côté

est égal à BD. C'est ce que nous nous proposions de démon-

trer. »

Ensuite le géomètre arabe se propose ce problème plus gé-
néral

Étant donné un volume V, un paraUétipipède P, et une

droite a, appliquer à cette droite un paraUëtipipèdeégal à V,
et défaillant ou excédant d'un paraMétipipèdesemblable à P.

J'abrégerai considérablement la démonstration par laquelle
il ramène ce probtème au lemme résolu préalablement, en in-

troduisant quelques notions modernes.

Désignonsparp, q, r, trois arêtes d'un parauétipipède abou-

tissant à un même sommet, et par a, 6, y les angles compris
entre ces trois arêtes prises deux à deux; le volume de ce

parallélipipède sera représenté par l'expression

D~sqa'its'agit, commeici, de parattélipipédes semHabies, <t,

6, Yseront constants, qet r pourront être rempiacés par et

{t. XetjAdésignant des rapports constants, et~ seul restant

*)X~j6~!i~! JjH.:i-a. ~)-J~J
~La Lu~ -t << ~jL~)~*) s~! ~~C* ~~U ~LJ!
<~j!LiUE<idetc<aentJjU)Mtuneeneardecopistepour.LJt; comparertepas-
M);<dutextecitéci-deMtx.
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variable, le volume d'un quelconque (!eces parallélipipèdes

~'exprimerapar p' désignant une constante.

Maintenant déterminons p' en posant~==V; puis résot-

vons t'équattion(a–.r) f'===/ (résolution donnée par l'auteur

dans son lemme); ayant déterminé prenons sur AB(fig. 35)

un segment DB==je, et faisons le paratiétipipède BK sen)-

blable à P. On aura, volume de B&==.r* Maison voit que

BR AK==BD: AD; donc volume de AK==(<)..r'=
= V; ce qu'il s'agissait d'obtenir.

Je ne m'arrêterai pas à faire remarquer comment les deux

constructions données par l'auteur de ce morceau, des equa*

dons (AB:b.c)~'==C'(en désignantBDpar.t), sont exactement

iesmemesqueceUesdeséquationsn" t6et t~parAtkhayyamt.
Il suffira pour cela de jeter un coup d'oeil sur les figures ao,

i! et 34.

Maiscesur quoi j'appelle l'attention, c'est la limite énoncée

dans ce morceau relativement à la solubilité de l'équation

(AB–~).E'==C\ c'est-à-dire de t'équation .T'+<!=c.e'.Car it n'y

a pas d'ambiguïté à ceci Fauteur déclare, avecune précision

parfaite, queletemme d'Archimède fut ramené par Atmâhan!

à une équation de la forme ~+«==c.c*, et quela résolution

de cetteéquation que se proposa Aîmahântdépendà son tour

du lemmerésolu par l'auteur, c'est-à-direde la construction de

t'équation (ÀB–fr):C==C'< La relation qui exprimela li-

mite de la solubilité d'un de ces problèmes enchaînés l'un à

l'autre, est donc nécessairement censée être donnée en même

temps pour les autres.

Or Fauteur énonce cette limite absolument commeles mo-

dernes, c.-à-d. qn'it t'exprime par la relation
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Aprèsavoir signalé ce fait, qui me parait digne d'une atten.

tion particulière, je vais montrer comment les géomètresara-

bes pouvaient arriver à cette découverte.

Le temnne d'Archimède avait été résolu par Eutocius (*i
sous !aforme suivante Déterminer sur une droite donnée AB

un segment BE, tel que AE soit à une ligne donnée comme

une surface donnée au carré de BE. Puis Eutocius avait re-

marqué et démontré que le produit de la surface donnée en

ta tigne donnée ne doit pas être plus grand que le produit

AE.ËB' lorsqu'on prend BE = a.EA.

C'est par l'heureuse idée de substituer au produit des deux

données linéaire et superficielle, !e cube d'une seule ligne

donnée, que le géomètre arabe est parvenu à l'expression
moderne de cette limite.

Enfin je fais observer que ce qui dans la bouche d'Euto.

cius n'était qu'une propriété isolée d'uu certain cas de géo-

métrie, se changeaentre tes mains des Arabes en un théo-

rème de la théorie des équations cubiques. Mais on verra dans

la note suivante que ce n'est pas même à ceci que se borne

le parti que les mathématiciens arabes ont tiré de ce problème

d'Eutocius, dont ils ont su comprendre toute la portée.
Cemorceaun'est précédé d'aucune indicationde sonauteur,

et le texte même n'en contient pas non plus. La démonstra-

tion se termine exactement à la fin de la dernière ligne d'une

page, et au-dessousdu milieu de cette dernière ligne se trou-

vent les mots')<~<('~ ~<?o~A?/'M),d'une écriture

plus mince que le reste. La page suivante commence ainsi

~J~! J- ~j! ~L-~t
-t

<L.jjH<0~

<L~ .~t ~( ~.LU L~~ ~~e! L!~

*) ArchimMf,éd. <)'0xf.,p. )64 «{().
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c'est-à-dire La résolution de cette proposition appartient
au professeur Aboû Saht Atqoub!, que Dieu lui soit favo-

rable et moi, j'en ai communiqué un exemplaire au chaikh

Aboûl Djoûd, que Dieu soit miséricordieux envers lui

Propose à un homme d'imaginer trois nombres ditÏerents, de

sorte que le premier soit le plus grand, le second moyen, et

te troisième le plus petit. Ensuite, » etc.

De cette manière on ne sait pas si c'est le problème qui

précède ou celui qui suit qui est attribué à AtqoûM.Malheu-

reusement encore il ne se trouve dans le manuscrit qu'un

fragment de ce problème arithmétique ou algébrique, dont

l'énoncé commence avec la troisièmeligne, ce qui ne permet

pas de faire des conjectures sur son auteur.

Toute&MSje suis porté à croire que les mots en question
se rapportent au morceau précédent; en sorte que le mérite

desdécouvertes dont je viens de rendre compte, appartiendrait
à Atqoùhi. Ce qui me fait adopter cette opinion, c'est exac-

tement cette considération de limite, fondéesur le théorème

d'Eutocius. Car on rencontrera dans la discussion d'un pro-
blème qui fait l'objet de l'addition suivante, et quiappartient
indubitablement à Alqoûhi, d'autresconsidérationsde limites,

fondées également sur le théorème d'Eutocius, et présentant
ainsi une connexion intime avec le morceau en question.

Le catalogue de la bibliothèque de Leyde (t~'o, fol.), ou

ce morceau se trouve coté numéro 1100, porte « Muh. Ibn

Leith notasad commentaria Mahani in secundumtibrum Ar-

chimedis de sphaera et cytindro.
Je ne sais pas sur quoi se fonde cette indication mais la

soutechose que je puisse affirmer aveccertitude, c'est que ce



<03

morceau Mepeut pas avoir pour auteur Aboûl Djom!Moham-

med BenAllaith. Car on voit que les erreurs commisespar ce

géomètre dans la discussiot: de l'équation + a == c.r*, et

releva par Afkhayyâmî(voir p. 43, 82 et 83 sqq.), portent
exactement sur la limite de la solubilité, tandis que le prin-

cipalmérite du morceau en question consiste à avoir énoncé

cette limite avec justesse et ë!égancc.Et si les deux lignes du

manuscrit discutéesci-dessus se rapportent à ce morceau, de

sorte qu'une copie en ait été communiquée (*)a AboûtDjoùd.
certainement cela doit avoir eu lieu après qu'il eut compose
le mémoire examinépar AtMtayyâmL

c

a Au nom de Dieu dément et miséricordieux

« .te dis ("). Et Aboû Sahl Vidjan Hen Vastem Atqoûh: est

auteur d'uu mémoire qu'il composa dans le but de combler la

*)OnpeotMsstentendretej)0)ots~)~.JJL~M~ .Af.! ainsi "on m'ena

cemmantqttëMBexemplaireportNttHoM Djoùd commenom d'auteur. < AtoMc'est une
ceotMdiettond'no seul exemplaireavec)'tMerticapositivede la ligneprécédente; et mes
argumentsn'entMbtistentpu motM.

**) on voitque cen'est qa'OMreproductionon un ttMt du traitéoriginald'Atqoûttt.En
enet, ce teoMMO,qui dam le tM.de la MUiothtqntde Leydeest isolé, fait partie, dans le
ms.delà Bibliothèquenationale,d'une traductiononplutôtd'une éditionarabe dutraitede la
sphère et ducylindred'Arehimède.Danaonefoarte préface l'auteur, quid'ailleurs ne se
nommepas, ditqu'il a faitcetteéditiont*d'après mte\emp)airede l'éditionvulgairede ce

traité, mal traduit d'abord, revu et eorri~ enfiattepar Thabit BenKorrah, duquel il s'ett
efforcéd'etMner têt ftatea quis'y étaieutgtiNeMpart'tgnoMMedu copkte f d'aprèsune
traductionducommentaired'Eatoeiat, faiteavec«'in et intelligencepar tthakBenBonatt,
aatmetcommeataiMM trouvaitentMmeXle texte da traitéd'AtcttimMe.Deplus,i) yétait
joint séparémentte texte du premier tivreju!qu*4ta qnatoMietnepmpotMon, traduit de
mtme par tsM)[. L'éditeurdit eMoreaïoir donne desexpiieetioMqui luisont propres, et
<K'o<fOt<«tM!ttf<tt<<t<Mtles ouvrages<f<t«<~<~~<re< pouréclaircir tMendroitsdif-

Ntites, eaBnfi noneavetttt que le nombredespropositions<tnpremierlivre, daM t'eiem-

pMredeTt)abtt,<taitqoarM'te-heit,daMcett)td'Mta)t,q')arante.tro!<;et quilajugéconve-

nabledeiotndreà )a9t)du traite telivrede la mesuredu tttfte par Archimède. t.'<t<nrtge

oripnatd'Atqoùh)est mentionnedanftepaMa~dn QHabAtM)rittcit<'ci.<)M<tM(p.M,t <9).
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lacune qui se trouve dans le second livre de l'ouvrage d'A<-

chimède. 11a dit dans ce mémoire qu'il y a là trois construc-

tions qui rentrent dans ta même catégorie, dont la première
est celle d'un segment de sphère qui, de denx autres segments
de sphère, est égal à l'un et semblable à l'autre. Ï<aseconde,

celle d'un segment de sphère dont la surface est égale à celle

d'un autre segment de sphère, et qui est semblable à un se.

cond segment de sphère. la troisième, celle d'un segment de

sphère égal à un autre segment de sphère, et dont ta surface

est égale à celle d'un second segment de sphère. Archimède

résolut les deux premiers problèmes sans s'occuper du troi-

sième, qui ne fut pas ajouté non plus aux deux autres par les

géomètres qui lui succédèrent. Ensuite il (AiqoùM)en donna

la construction et la démonstration de la manière suivante. »

Énonçons avec un peu plus de précision et puis examinons

préalablement les trois problèmes en question.
1. Construire un segment de sphère égal en volume à un

segment de sphère donne, et semblable à un second seg-

ment de sphère donné. (Archim., Sph. et Cyl., 11,6.)

11. Construire un segment de sphère égal en surface (*) à un

segment de sphère donné, et semblable à un second seg-

ment de sphère donné. (Archim., Sph. et Cy! Il, y.)

H!. Construire un segment de sphère égat en volume à un

segment de sphère donné, et égal en surface à un second

segment de sphère donné. (Atqooh!.)

Désignons le rayon de la sphère à laquelle appartient !e seg-
ment qu'il s'agit de construire par r, la distance du plan cou-

pant au pôle du segment par A, on aura
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n. ~=~ ~==. ~==~

IM. t) ~A'(3~–A) == a, a) == 3.

PosoNS~===<ï,-==~i!sutt
o w

3
bA 0, 4)

b' G''
3) & &'A+ 3«'= 0, 4)f-+~==0.

Comme il faut exclure les valeurs négatives de r et de A, et

parmi les valeurs positivescelles qui rendraient A>tr(*),on
trouve:

t" Que le problème n'a de solution que tant que ~8a";
a" Que lorsque &'==t8a'\ le segment cherché est l'hémi-

sphère ("j

y Que pendant que 36a">~> !8a", on obtient deux seg-

ments, dont l'un est plus et l'autre moins grand que la

moitié de la sphère;

Que lorsque A'==36<ï", il existe deux solutions dont l'une

donne une sphère entière, l'autre un segment dont la hau-

teurrapportéeà l'unité du rayon est éga!eào,a68 environ;

5" Enfin, que lorsque ~'>36a", il n'y a qu'une seule solution

et un seul segment plus petit que la moitié de !a sphère.

Cet exposé rapide fait voir que le problème que se propose

AtqoûM est d'une di<ncu!té supérieure aux deux premiers
résolus par Archimède. Ce n'est même que grâce à la forme

particulière des équations i) et a), quele problème ne conduit

*) On dittate facilementles deux équations proposa MMce dernierrapport,en yMh-
<UtoMtt à r, cequichangela condition6' > 18«'' dans 4 > A(3–A)', et eneMmiMnt
enMite, t'aide do thëot~ne de M.Stann, tt nombre des raciMt teeM«dereqMtien
A'–6A'+9A–<=0(oit4>t>e) eompt<MsdaMte<de<!xinter<r<)te!dtt&-t-)et
de+t &+t, en dMnfptntpMftMMMid intacte tNtM 4>t>9, t>ooett==!;
<<aMcedernierCMon tara A* –eA* +9A 2 ==(A– (A– ~3). (A-:+1~

**) Lesdeuxeq'MttioMsedecompOMBt,en ce cas, de la manièresuivante
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pas à une équation du sixièmedegré. Or le géomètre arabe ne

résout pas seulement le problème,mais ilen discute encore les

casparticuliers tout aussicomplétement qu'on vient de lefaire.

Pour arriver à ce résultat,it s'y prend de la manière suivante:

ït construit deux cônestels que le premier soit égal en vo-

lume au premier segment de sphère donné, et que le second

ait pour hauteur et pour rayon de sa base une droite egate à la

droiteHN~menéedu potedu second segment de sphère donné

à un point quelconque de la circonférence de sa base('). En

désignant les volumes de ces deux cônes par C et C' respec-

tivement, on aura HN==t~' et

L'intersection de ces deuxconiques a pour ordonnée la hau-

teur du segment qu'il s'agitde construire, et pour -abscisse le

diamètre de la sphère à laquellece segmentappartient (*').
Ce qu'il y a de remarquable ici, c'est la construction simut-

tanéededeuxéquationsrenfermant deuxinconnues, part'intpr-
section de deux coniques.Maispassonsà ladiscussion,bien plus

intecessante, que le géomètrearabe fait descas particuliers.

*) on voit aisémentqoe ta tongaeafde tette droite est constantep<mrtous les segments
de tphtte égauxea tnf&ce.

**}En efM, en Nimiamt tttermtitement .t et y entreles ëqnatxMMdes deux MtttoM

eco~oes, tpt~y wottrMMita~BN, BK,a !e)tMvaleurseaa' et y, en aa~

~+3<t'y=0, 6) ~+~=0.

rM~qotMcM, compara aux équations3)et t), montrentimmedfttenMatqne y répondà

~f<jt&9f.



AtqoAhl dts«ngue cescas suivant lesdtfïereotes vateursque
C'

peut prendre te rapport ,7, à savoir:

H démontre d'abord d'une manière rigoureuse, par la con-

sidération de latangente commune. au'au cas du contact des



–tC8

comprises entre et peuvent correspondre des segmeuts1 )

dans les deux moitiés de ta sphère.
Maisle passage qui se rapporte à cette discussion me sem-

ble trop important pour que je puisse, malgré sa longueur,
me dispenser d'en donner la traduction textuelle.

Aprèsavoir terminé l'analyse(*)du problème, fauteur s'ex-

prime ainsi

«Et nous disons Le rapport du cône de la surface au cône

du segment(**)ne peut pasêtre un rapport quelconque, mais

il existe nécessairement pour lui une limite de petitesse qu'il
ne surpasserapas, et qui correspond au contact des deux sec-

tions coniques en M (6g. 36). Menons (en ce cas) la droite

OMLtouchant les deux sections coniques et passant par teur

point de contact. Acause de l'hyperbole on aura OM égale à

ML,comme c'est démontré dans la troisième proposition du

deuxièmelivre du traité des SectionsConiques (*) donc, parce

que DM et BOsont paraHètes, LDsera égale à DB,c'est-à-dire

au diamètre de la sphère. Et parce que ML est tangente à la

parabole, LK sera égale à KD, en vertu de ce qui est démon-

tré dans la trente-troisième proposition du premier livre du

mêmetraité (*) conséquemment DK sera égaleau rayon de

lasphère, et le point K.coïncidera avec le pointE(*). Mais

on vient d'expliquer ci-dessus que le rapport du cône de la

surface au cône du segment est égal au rapport du rectangle

*) DaMt'acception <me<enMdece mot.

*")C'est ahNt que l'auteur nomme les deuxe<ne!dont nous aTOMd&ifinéles <ro)an)M

par C C tMptcU~ement.
~) Apollon.,éd. <t'0tf., paget08.

*) ApoHen..éd. <FO!tf.,pageN9.
*) On avait d~tenninéle pointE en prenant sur le prolongementditdOnnètreBD,àà

partirdopoint D, un segmentDE au rayon.
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ABen BKau rectangle M en BE (*), c'est-à-dire BZen BK,

qui est égal au rapport de ABà BZ. Le rapport de ces cônes

étant égat aussi au rapport de ABà S(**),on aura BZ, c'est-

à-dire DMéga!e à S; et le rectangle S en DBLétant égal au

carré de DM(*), DK sera égaie à DM, c'est-à-dire à BZ; d'où

il suit que BZ et pareillement AZ seront égales au rayon de

la sphère. Le rapport du cône de la surface au cône du seg-

ment, qui est égal au rapport de ABà BZ, sera donc en ce

cas égat au rapport qui multiplié en lui-mêmeproduit le rap-

port de deux à un, parce que le rapport de AB à BZ multi-

plié en lai-même est égal au rapport deDBà BZ.Ce rapport,

qui multiplié en tui-même est égal au rapport de deux à un,

est le rapport de deux à sa racine, ou le rapport de la racine

de deux à funité. Le rapport dont il s'agit (*) ne peut donc

pasêtre plus petit que cela; car le rapport du rectangle AB

en BD au rectangle BZ en ZE, qui est égal au rapport du

c&nede ta surface au cône du segment (*), est composé du

rapport de AB à BZ c'est-à-dire du rapport de DB à BA,et

du rapport de BD à ZE; de sorte qu'il est égal au rapport du

carré de BDau rectangle ABen ZE. Prenant BD comme hau-

teur commune, le rapport du cône de la surface au cône du

*) S, <m~rt6e cela tia&eentan moyendet rebtion proposéesci-<t<Nt)*,
C 8Z.H8

ptp 106.
**) VoyMp~M<,tigM«, ethtpremièfenetedehnt&nept~.
*) Acausede ta parabole;v<~p~e<06,U~t<.

M* c'

*)Dm*cequi prétMe, l'auteur avait obtenucette relationde la <MBi6MMt~nte. En

pttnanttm<tgmeatTXte!<tne'n::BZ=(OE+DZ):OZ, i)aM)t(voirAKMm., Sph. etCyt.

n.t.ëd.d'Otf., page 150)C~~TZ.~Z';
d'm aotte etM. !t avait

C'==~tB.AB~
)mt<

AB': ~'== M*: DA'== m DZ, dCM '*° P'Aq" M' '"M =

il suit:
411.DB

c. q. d d.
-=M.M,UMit=~==~ c.q.f.d.
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segment sera égal au rapport du cube de BD au solide ABeu

ZE en BD: en même temps, donnant aux rectangles AB en

BD,et BZen ZE, la hauteur commune XE, on aura le rapport
du cône de la surface au cône du segment égal au rapport du

solide AB en BD en ZE au solide ligne BZen carré de JEZ;

donc, ex oc~Ko,le rapport du cube de BDau solide ligne BZ

en carré de ZE, égal au rapport du cône de la surface au

cône du segment multiplié en lui-même (*). Mais le solide

ligne BZ en carré de ZE est un maximum lorsque BZ est la

moitié de ZE, comme il est démontré dans ce que nous avons

rapporté (**)suivant Eutocius, à raide des sections coniques;

cependant nous en donnerons plus tard une démonstration

indépendante des sections coniques. Le rapport du cube de

BD au solideligne BZ en carré de ZE est donc un minimum

lorsque BZest égale au rayon de la sphère; et si le cône de la

surface est considéré comme invariable, le segment sera un

maximumen ce cas. a

Relativementà la grandeur, le rapport dont il s'agit n'aura

pas de limite lorsque le segment est plus petit que la moitié

de la sphère.
« Lorsque, au contraire, le segment est plus grand que la

moitiéde lasphère (*), ce rapport ne peut pas être plus grand

*j VeMte raitmmanetttde )'a)t!ear:
C AB BD DB BD BD'
C*BZ'M'°°'AS'XE'°* AB.ZB.BD

C AB.BD.ZE <C' BD'
et enm~ne temps c AB.BD.ZE

donc
C~ J

= Deteam~netempt --<==*==.-t ''eac f,r) ==–=-,
M.Zt BZZE

**) Jerappelleqoe ce moFMftt)faisaitpartied'âne éditionarabeda traM dela sphère et
docylindre,en aorteqo'Havtit été pteeedédela cinqaieme propoeitiondo «eond livre, et
da commentaired'EahxiMqnt rapporte. Voir h d<fMMtMtiondonnéepar EtitodM,
M.d'Otf., page<6e,)!gneas du tmte p<c, «N.

*)Sapp<MMtBZ>.r,onaaMAB.BD<M~ donc
~<~t.

en même

«mpsM.ZE>BD.DE, d.M :) <
,jj~==~; d<,).t<)U$.K ~<~=
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que celui de deux à un. Car le rectangle AB en BD est plus

petit que !e carré de BD; conséquemment le rapport du rec-

tangle ABen BD au rectangle BZ en ZE, sera plus petit que
!e rapport du carré de BDau rectangle BZen ZE; Z étant (en
ce cas) plus voisin du milieude BE que D, le rectangle BZen

ZE sera plus grand que le rectangle BDen DE, et le rapport
du carré de BD au rectangle BZen ZE plus petit que te rap-

port du carré de BD au rectangle BD en DE. Consëquemment
le rapport du rectangle AB en BDau rectangleBZen ZE, c'est.

à-dire le rapport du cône de la surface au cône du segment

plus petit de beaucoup que lerapport du carré de BD au ec-

tangle BD en DE, c'est-à-dire que le rapport de BDà DE, qui
est égal au rapport de deux à un. Le rapport de deux à un

/f"~
est donc la limite que ce rapport

( ;=r)
ne peut pas surpasser en

grandeur; et si nous considérons le cône de la surface comme

invariable, Je segment sera un minimum en ce cas. a

<tDe ce que nous venons de dire, il résulte que le rap-

port de deux à saracine est le minimum de tous les rapports

qui ont lieu dans la sphère entre le cône de la surface et le

cône du segment; que les rapports compris entre lui et le

rapport de deux à un peuvent correspondre à des segments
dans les deux moitiés de la sphère; et que des rapports de

deux à une quantité plus petite que t'unité, aucun ne corres-

pond à la partie qui est plus grande que la moitié, mais qu'ils

appartiennent tous exclusivement à la partie qui est plus pe-

tite que la moitié, a

Cette discussion est suivie de la synthèse du problème et

de la démonstration de la synthèse. Celle-ci terminée, fauteur

considère une seconde fois les cas particuliers; je reproduis
textuellement le passagequi contient cette seconde discussion,
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ou plutôt ce résumé, dans lequel l'auteur établit parfaitement
les mêmes catégories auxquelles on a été conduit ci-dessus

(pag. to5) par les méthodes modernes.

« De ce que nous avons dit, il résulte que lorsque te rap-

port mentionné (*) est plus petit que le rapport de deux

à sa racine, le problème ne peut pas avoir de solution; mais

lorsqu'il n'est pas plus petit que cela, lasolution est possible.&

« D'abord, s'il est égal au rapport de deux à sa racine, les

deux sections coniques se touchent uniquement au point M;

le segment cherché est égal à la moitié de la sphère, et pas
à autre chose, et les deux points E, K deviennent identiques. »

« Lorsqu'il est plus grand que le rapport de deux à sa ra-

cine, et plus petit que le rapport de deux à un, les deux sec-

tions coniques se coupent en deux points; et lorsque de ces

deux points deux perpendiculaires sont abaissées sur BK, les

deux abscissescorrespondant aux deux perpendiculaires sont

justes toutes les deux, et seront diamètres de la sphère. Pour

l'une d'eues le segment cherché est plus petit que la moitié

de ta sphère, et c'est le cas lorsque la perpendiculaire qui dé-

termine le diamètre de lasphère est abaissée de celui des deux

points d'intersection qui est le plus éloigné du point B; le

point E en ce cas est situé en dehors de la ligne comprise

entre les deux points B et K. Relativement à l'autre, le seg-
ment sera plus grand que la moitié dela sphère, et c'est le cas

lorsque la perpendiculaire dont il s'agit est abaisséedu point
d'intersection le plus voisin de B; le point E en ce cas est si-

tué entre les deux points B et K..»

aLorsque ce rapport est égal au rapport de deux à un, l'abs-

cisse déterminée sur BK par la perpendiculaire la plus voi-

n
c*
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sine de B, est égale àAB,et le segment estle plus grand de tous

ceux qui existent sur la sphère. Quant à l'abscissedéterminée

par la perpendiculaire la ptus éloignée, le segment cherché

de la sphère qui lui correspond est plus petit que la moitié,
et la flèche du segment est un huitième à peu près du diamè.

tre de la sphère, ou plutôt plus grande (*)que cela d'une pe*
tite quantité, ce qu'on détermine à t'aide de t'istikrâ (**)et du

calcul. »

<tEnfin lorsqu'il est plus grand que le rapport de deux à

un, ta partie de BK coupée par la perpendiculaire la plus voi-

sine n'est plus juste, parce qu'elle doit représenter le diamè-

tre dela sphère, et quepourtantAB seraitplus grande qu'elle;
au contraire, la partie coupée par la perpendiculaire la plus

éloignée de B est seutejuste à causf de cela; le segment (qui
lui correspond) sera plus petit que la moitié (de la sphère), et

sa flèche plus petite que le rayon (*). a

« Danstous les cas, AB sera utva~abie.e»

Voici enfin ladémonstration élémentaire du théorème d'Eu-

tocius, que l'auteur avait annoncée ci-dessus(pag. i to, lig. t a),
et qu'il donne en effet de la manière suivante.

Il prend sur la droite AC(6g. 3y) un point B, de sorte que
tM~

AB==–, et prolonge ACd'une partie CE:==BC.Puis, en pré.2 y

nant un point D situé t" entre A et B, a~entre B et C, il dé-

montre que dans les deux cason aura AB.BC>AD.DC*

Premier cas. On a AB:BC===BC:BE,doncAB.BE==BC.'
Mais AB.BE>AD.DE (parce que B est plus voisin du milieu
de AE que D). Consequemment

*) tM<t<m[BM!tm<!ti«perteet*p)Mpe«t,e( te
mmMetttpatMen,M)ieade.~

''an heMttM',port< <t~J~ «mtf~ttttae'.

Mce termeme parait indiqaefdM MMieMcceMi&,unesorted'interpolation.(Voir
he~dehp~tO.)

*) Lesdeuxmanuscritsportent tM~) le diamètre au )i<ade tLiiJ ~~<<M.
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Problème résolupar Aboûl Djoûd MohammedBen AHaïth,

et proposé à ce géomètre par Abo&tRîhàn Mohammed Ben

AhmedA!Mroûni(*).

Étant donnés une droite BC(6g. 38) et un point A, mener

de A à BCune droite AD telle qu'on ait AD.BC+BD==BC~

Aboût DjoAdfait WBperpendiculaire et égale à BC,et cons*

truitunejMM&o~dontWest!e sommet, WBl'axe et BCle para.
mètre. Ensuite il abaisse de Asur BCune perpendiculaire AL,
et tait passer parA,une hyperboleéquilatère ayant son sommet

en A,son axe sur le prolongement de LA et son paramètre égal
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à a. AL.Lepied de faperpendiculaire abaissée du point d'in-

tersection Z des deux coniques, sera le point D qu'il s'agit de

déterminer.

Je ne reproduis pas les raisonnements de l'auteur, qui n'of-

frent rien de particulièrement remarquabte, et je me borne à

vérifier le résultat énonce.

Désignons AL, CL, BCpar <ï, c respectivement; prenant
C pour origine des coordonnées, l'équation de la parabole
sera (c–.c/==c. (c–/), cellede hyperbole~(~)'==<
Mais cette dernière équation exprime que AD==~, de sorte

qu'en vertu de l'équation de la parabole on aura BD===

BC(BC–AD), ce qu'il s'agissaitd'obtenir.

J'observe encore que l'auteur démontre: t"que si les deux

coniques se rencontrent en deux points, les deux perpendi-
culaires abaisséesdes deux points d'intersection déterminent

sur BCdeux points satisfaisant tous les deux à la condition

proposée; a" qu'it peut arriver quede toutes les lignes plus

petites que BC(*)et menées de Aà BC, aucune ne satisfasse

à la condition voulue, et que c'est le cas lorsque tes deux sec-

tions coniques ne se rencontrent pas, parce qu'alors on aura

AD.BC+BB'>BC'.

Solution anonyme du problème suivant, dont l'auteur dit

que « depuis un certain temps les atgébristes et k*sgéomètres

se sont proposé mutuellement ce probtème, sans que ni les

uns ni les autres en aient donné une solution satisfaisante. »

Construire un trapèze ABCD(ng. 3~ de telle sorte que
chacun des côtésAB, AD,PC soit égal à 10, et que l'aire de la

figure soit éga!eà go.
L'auteur montre expressément que ce problème dépend

*) f<qM«m de laparabolemontre.immédiatementqatt doitétre y < c ou AD< M.
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**)C'eit-Mhe on pMttdMBE~tb au rapportde t'tiK donnéeà la droite doaa~.

*) Bëtignmtla longueurde as par a, Mre donnée parbt, t'<qaaMenqa'it t't~t de

eMMtmite<er*M.~+M~+&<s=0 0ou(o–<)'(<)==& PreMotBB

pemrwiginedMtoordmm<e<,fS<pMti<Mtde rhyperbote sm (e–<)~ s= f, ctH<do cartte

~+y*=a*;tMdet)t[ M)t~e<MM<mhentd<MM,ete(M,bpMh)ème.
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TRAtM Dt: t.A TRtSKCftOit UK t-'ANGLt: BtCMLt&Nt:,

M)t

~W~A~MW~aA/C').

L'auteur commencepar une dédicace de quelques lignes;
fnsuiteitdit:

« Malgré ledésir ardent qui animait les anciens à résoudre

ce problème, et malgré le grand nombre de ceuxqui l'abor-

dèrent d'une manière persévérante, aucun d'eux n'y a réussi,

jusqu'à ce que dans fes jours d'Aimamoûn, le commandeur

des croyants, il fut résolu par Thabit Ben Kon-ah Albarrâa!

et ensuite par Aboa SabIAlqoûhi('*). Et rien de cequi se rap-

portât à ce problème ne fut résolu par aucun ni des an-

*) voit leZMM~bttMt, éd. deVeth., vêt.t, p~e LaBiMMbeqae national

poMedeun OMOMeritécritpreeqoeentièrementde tanxnodece(jBûtnetreà Chtra%pendant
le coursde t'annee!M de )*Mgtre,ainsiqae t'aM~tent te* pMt~cdptom a~eUM<&ta da de

pMeaK desmofceaaïquieompMentce mantmcrtt.

**)on sait qet) M tMeve dMstêt cc!tetttoMnxtMmttiquM de M~ptM (voir?. tV,
prop.9) à 34, et pMMtuttefementla remarqueMfodactotte, M. et, r. de t'<d.de Venise
de ~S9) denx M)ath)Mde la MMttiende faxgte. L'Mgk BAB(6)!.40) étant cent qaTi
e'aeit de dM<er,la pMnt~MsolutionCMeMet compléterle MetxngteBF, à faire passer
par Dune hyperboleayantAF,FB pour asymptotes,à coupercette hypefte!epar an tercte

décrit ducentreDet d'an ra~tt e<<)an doublede AB, et à menerAC pMHète à la droite

qui joint DaupointdTttieMectim)dueeroteet del'hyperbole.On aura angleOAC== OAB.

l.'atttMsolutioneoMitteà comMaerrhyperboledans t<M)oet)ele rapportduparamètre au

grandaxe est égalà <, avecoe cetcte ayant pear cordela diatance de t~tada toyers an
sommetde la braeeheopposée,et daMteqatt cettedistanceMas-tead on m~teà la eiMon-
KfeMeégalà celaiqa'M.'aglt de diviser.L'arcdeceMtecemprtaentre leditfoyeret le point
(t'interMethmdes deuxcourbes Mta-tead M angleà ta citeenHrencequiest le tiers de

t'an~e donné.
La pMntete de CMdeuxsolutionsre~MmMeparfaitementà ce que l'auteùt rapportede

cellequ'il attribaetTMMt Ben Kerrah, ampe), ainsi qo'&son mattre MohammedBen

Met~ BéaCMqir,lesouvragesdesmathématiciensgrecs n'étaient rien «MiMqn'tBeotmM.
C'est doncà titot-d queTMMtpourraitavoirempruntéaasolution.

Quoiqu'ilen soit, ot D'estdo moiMMttementen droitde MnptMaer la borne M de
t'anteardu traitéactuelen cequ'il dit daMcetavant.pMpM d'aotant moinsque, plusbas,
tt attMbaeNtpKsemeetme de<Mtath)Mqa'iletomOreaan RaM!eMs, e'e~Ht-dheaux

GMtt, et queles M)tt<M!qu'il donnecomme<!eM)«Mat, en enet, <Mrig<M)es,et Httier~-
ment independantMdeMt)e<pMpo<eMpar Pappne.
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ciens ni des modernes, à l'exception de ces deux géomètres, a

« Or moi, je l'ai résolu d'une manière plus étégante, j'en ai

donné une démonstration plus évidente et une construction

plus facile et plus immédiate; de sorte qu'on est en état de ré-

soudre une suite de propositions, chacune desquelles peut être

ramenée &la trisection d'un angle, et dont aucun des anciens

n'avait réussi àttonnerdes solutions fondées sur des démons-

trations géométriques.Tout ce!a,je l'airéuni dansce morceau.)»

«Commençons donc par les propositions que les anciens et

les modernes ont ramenées, au moyen de la méthode de l'ana-

lyse, à la trisection d'un angle rectiligne. Puis faisons suivre

la démonstration de ce que moi seut j'ai réussi à découvrir.

Enfin démontrons chacune de ces propositions, »

Proposition de 7~<~ Ben Korrah Alharrdnt,

Que l'angle donné soit DAB(fig. 4~)' Menons d'un point

quelconque B d'un de ses cotés, BD perpendiculaire à AD et

BCparallèle à AD, puis menons de Aune transversale AECen

sorte que CE==a. AB, on aura angle DAC=
DAR.

Proposition <f~Ao<t&)~/ ~~ro~<

Que Fangte donné soit CBE (Ëg. ~t). Prenons sur le pro-

longement du côté EB deux points A, D, et sur t'aatre côté un

point C, en sorte que

<)AD=DC, ~)AB:BC==BC:BD.

Menant BPparaHète àDC, on aura angle CBP==x
CBE.

Proposition <f~&0~/ ~C< ~/C~<!M~ ~~<Mia:H'/(*).

Que l'angle donné soit ABC(6g. ~a); construisons le triangte

*) voir casiri, vol. t. page 426.
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isocèle ABCet abaissons sur sa base la perpendiculaire AZ;

tnenotts de C la transversale CED en sort<*que ED DB, on

*) Onte<MnMn<tetnMM]t<p<Merpa)fEmedmitep<MMè!e4BC,etpME,Dettepoint
dtatereeethm<te cettepaMMNeMec AC,ânedreonteMMe~e cetete d~tttteducentre A-d'ïntersect~nde cetteparailèJeavec AC,uaedrconférenaedocercled8criteduc~tre A.

**) L~~ tL~t~~Ïa~ ~t'e<tMtem)teimmedhttede)aptenHete".

*") 001 (EaeHde,Nemente,n, &) AB=M*+ÀD.M =M'+ CO.DE! Mb M Mai&

M'XB'=E5'+CD.tB, donc M==AB=<BE, etcoMeqttemmentTE=BE.

*) YcttCteir), w! ), t~g~
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Proposition résolue par un des <MK;<~Mau neoyen de la C<

de la géométrie ~M~7< mais que ~0<MO~t'O~ ~Ot<~C au

moyen de la géométrie Pi'.

Étant donnés un cercle et l'angle au centre ACD (Hg. ~7)~

mener de D une transversale DHZ coupant le protongemeot

du diamètre ACBau point Z, de sorte que HZ==AC. On aura

angle DZA==~DCA(*).

~HJ~Û~tMf~O/tM~MïfMOM~.

Ayant mené dans un demi-cercleune corde BC(6g. 48) ren-

fermant avec !e diamètre BA l'angle qu'il s'agit de diviser,

mener un rayon DE tel qu'en faisant EZparallèle à BCon ait

BZ.ZD===ZË~On aura
angteABE===~ABC(**).

P/<~<M«KM~W/<M découverte, €~ au /MO~<M!de ~MC~e~t
<<MO/ les OtM~M/WCpO.K'/M/M/K<M/Mt~M.

*) )LepMeedtdeh «géométriemoMte.tcMMe ~MMptwtMMtoardapdBtDMe
règle<!M!« en p~Mwath~ee du myoe,jmqn'àceque le nombredes partis tntett~téN
<n<Mla circonMMMeducercteet te pn)t<mgemea<de ABsoit M)nomhredeCMparties
qui eotrespend à la longueorda rayon.comparer~M~MMt. t~mmee,pMp.a, éd. d'Oxf.

p.858. Cette propositionesteMen<M)e)a<ntlamtmt qae ? troisièmed'AtMKM.
") C'est tbMtnment lamtme choseque la ptop<MHiond'thteûht.
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Voicimaintenant ie procédé employé par fauteur pour ob*

tenir la relation <). Il dit:

< Construisons une hyperbole (fig. 5o)ayantson sommetau

pointC, équitatère, dont le grand axe soit égal à CAet t'angte
desordonnées égal à l'angle C, conformément à la. proposi-
tion du premier livre des Coniques d'ApoMonius(*). Cesera la

courbe BC. FaisonsBC==CD(**)et DE parallèle à BC.Je dis

qu'on aura DE.EC + ËC===:CD »

« D~KMM/M<«M.Menonst'ordonnée BZ,onaura AZ.ZC== ZB~

MaisAZ.ZC==AC.CZ+ CZ'==BC.CZ+CZ~ donc BC.CZ+

+ CZ'==BZ~Or les triangles BCZ et DECétant semblables,
-s

leurs côtés seront proportionnels, de sorte que DE.EC+EC

est à !X? comme BC CZ+ CZ'à BZ~Maisalors DE. EC+ EC

sera égal à CD, ce qu'il s'agissait de démontrer. »

Voici maintenant comment l'auteur ramène eHectivement

à cette proposition toutes les précédentes
t. ?~Mtect<ropo~M~d'o<ï/~<<&).

Aprèsavoir faitEM==EC(6g. 5t), menons de M au prolon-

gement du diamètre une droite MZégale au rayon, et menons

ZD, TC. On aura triangle DCM égal et semblable à triangle

CMZ; donc MC parallèle à ZD, et angleMZD~~angteCDZ

===angteCTD,conséquemment aussi MZparallèle à CT, donc

ZT==MC==CT, de sorte que dans le triangle rectangle ZCL

on aura ZT==TC==iL; mais c'est à cela que se ramenait

cetteproposition d'Atbîroûnï (voir lanote à cetteproposition).
t. Propositionde ?%~«.

Après avoir fait EM==EC (fig. 5<), menons de D une droite

*) LapMpMMondont Mt'agit, et dont le nombre «t MN<en Ni'ncd<M le ntMMcdt.

Mthdnqaaete-tMM~e, ëNthm4'Otf., page91.

**)C''h retient à combineravect'hyperbcte uncercledécritdu centreCet darayonCC
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ULiZ parattète à MC; de ce qui précède il suit qu'ou aura

LZ==~. DC; mais c'est à quoi se ramenait, dans la proposition

deThabit, la trisection de FangleCDN.

3. &<Mt<f~OM/~M~t.

Après avoir fait EM=EC(6g. Si), qu'on mène le diamètre

MCF et les corde; DQK, FK. On aura angle FKD = angle

DMF = angle ECM = angle KCF; angle QFK.= angle KFC;

donc triangle F&Q semblable à triangle FCK..Mais c'est à cela

que se ramenait cette proposition.

4. Première proposition <o~/ ~~M.

C'est-à-dire mener dans le triangle isocèle DCK (Sg. 5t)

une droite CQ telle, qu'en faisant CX==CQ on ait CK KQ

= CQ QX. De la similitude des triangles FKQ, FCK. il suit

KQ==KF, de sorte qu'en menant QX paraHète a KF, on aura

CQ QX =.CF FK = CE. &Q.

5. /~MM~MR d'Alchamst.

Pour mener dans le triangle isocèle CFtL (Sg. 5~) la trans-

versale FQZN, de sorte que ZQ=ZK, décrivons un cercle du

centre C et du rayon CF, prolongeons !es rayons KC, FC jus-

qu'à A et D, et faisons EM =EC; de M menons le diamètre

MN, on aura obtenu le point N qu'il s'agissait de déterminer.

En effet, en comparant les différents angles à la circonférence

et au centre, on trouve aisément qu'on a ZRQ ==DFN==a. NFK

mais aussi ZQK==a.NFK, donc ZQ==ZR, ce qu'il s'agissait

d'obtenir.

6. FrqMMtnw <f.~o<~

Faisons KCD (fig. 53) égal à l'angle donné puis faisons

EM ==EC, et menons CS parallèle à MD et SO parallèle à DC.

On avait CD==DE.EC + EC, conséquemment OS==SC.CO

+ C0== AO.CO; donc AO OS = OS CO, ce qu'il s'agissait

d'obtenir.
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~C~MM~M<f~t~.
Exécutons d'abord ta construction de la figure 49, en pre-

nant KCDégal à l'angle donné; ensuite faisonsdan&lesegment
donné (ng. 46) l'angle ACBégal à l'angle EDC de la figure

~o, et prenons BD = BC. On aura alors AB= AD,parce que
les triangles BCD, DAB de la figure ~6 seront semblables aux

triangles CDM, MEC de la figure ~9

Démonstration <~ la première despropositions <f~~o~/~~<~

<MMeautre Ma/M~ singulière denotre invention.

<L'angle aigu ABC(6g. 54) étant donné, dont le côté BC

est prolongé indéfiniment, mener une droite telle que AC, de

sorte que, si l'on mène CD de manière à faire AD=AC, on

ait AB BC==AC :CD.~»

«Construisons une hyperbole ayant son sommet au point

B,son grand axe égal à BA, équitatère, et ayant l'angle des

ordonnées égal à l'angle B. Ce sera la conique BE'. Puis dé-

crivons du centre Aet du rayon ABun arc de cercle BE~.Il

coupera nécessairement l'hyperbole; que ce soit au point E' (*).
La droite qui joint A et E' coupera l'autre côté de l'angle au

point C qu'il s'agissait de trouver, s

«D~K<MM~<MM.En faisant AD==ACet menant DEparallèle
à BC, on aura AB BC=BC BD (*'), et angle B==angle B;

*) Apartir d*M,je me suia peneh qtMhtoeepeSt*changementspour abréger, parceque

ftatear, pour6tMptm explicite, après avoirconstruit la combinaisonde rhyperbcteet <n

eerete, avait c<MMid<!f<,dans une Mceade figureàpart, les reMhMMqat ont Ueadans le

MN~teABC.

**) EttetM,<maE')~==AB'.C'6(&poUmt.63)etCBptMUHetE'D',CDptMHNet à

M, donc~= AB.BD. Leeorcteet rhyperMe de cette t<MMion,qae t'Mtea)'qualifie
de<iBgt!!iere(<~j ,6 ),

sontabtottxneet les mttnMque cem de sa MMionpféc~ente.
Seo!<ment)'Mteot Madère IcirtnteKettt<mdo cerdeavecFantMbranchede l'hyperbole.
Qa'<mn<MMtepat de lui en&hem) Kptoche;on<eMit M<~Mt<bfe<d'eo&trennMn

nx~Mgrt~eàttppot, q<tt,H'oeeMion dutnemeprob)eme,d<MhMMBd<pM<~ de la

tren<e-q<ttM~nepropositionda qMtnèaM livre, donnecommeun ~M; «M construction

quien rettiMest absolument la mêmeque cellequi la précède.
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donc triangle ABCsemblable à triangle CBD, et angle BAC=

angleBCD===angte EDC;en même temps angle DCA===aagte

ECD; donc triangle DACsembtabte à triangle EDC, coMé-

quemmeot DE== DC, donc AB BC=AD DE==AC CO,

c. q. f. d. »

Ici l'auteur termine son traité; mais, en guise d'appendice,
il y ajoute encore la discussion des cinq problèmes suivante,

proposés par AtMrouni comme pouvant également être ra-

menés la trisection de l'angle.
t. Étant donné le triangle isocèle ABC(ng. 55), donner à

ABun prolongement BD tel que, faisant angle ECD== angle

EDC, on ait ÂE.EB==AB.BD.

a. Supposons un trapèze ABCD(ng. 56) dans tequet AB

soit parallèle à CD,AC=BD, DE=DB, CD BD==AB AE.

Étant connus le côté CD et les angles du trapèze, trouver tes

côtés AB, BD,AC.

3. Étant donné le triangle isocèle ABC(tig. 5y), couper le

prolongement de la perpendiculaire à la base par une trans-

veraateEZH telleque BZ== ZEet HZ===ZC.

Étant donné le triangle isocèle ABC(6g. 58) et la per-

pendiculaire à la base AD, mener une transversale BZE, de

sorte que BZ==EC.

5. Le triangleABC(6g. Sa)dont l'angleBest un angle droit,

et dans lequel on a joint le sommetB au point milieu D de la

base, étant connu d'espèce, mener de C une ligne CZEtelle

que BZ CE==BD AC.

L'auteur résout tous ces problèmes au moyen du lemme

suivant Construire sur une base donnée un triangle tel que
l'un de ses angles soit le double de l'autre, et que la somme

de tes deux angles soit égale à un angle donné.

résout ce second lemme au moyen de celui qui lui avait
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servi pour la solution de toutes les propositions qui faisaient

l'objet de la partie principate de son traité. En effet, en pre-
nant (6g. 49) CK égale à la base donnée et angte KCDégal à

l'angle donné, qu'on fasse EM==EC. Dans le triangle CDE

décrit sur ta base donnée CD, on aura angle CED===a.angte

CDE, et la somme CED+CDE égale à l'angle donné, ce qu'il

s'agissait d'obtenir.

J'abandonne aux amateurs le plaisir de trouver eux-mêmes

la solution des cinq problèmes d'Atbîrouni, ce qui sera d'au-

tant plus facile, que je viens d'en indiquer le moyen.

*) L'Mteatd!t,t hOtttteMt~ponM.TneceMt pf<)po~aeBCMttmaithCM)~tactiMtde

MqMNM des r<t)M<sent ~tM 4 mcate ptttaen BM~M".
360'

**)G4amlement, ai 1'011prend aagte ACB =
eLo

Ilétant Ullllombreentierdela torme**)c<a<M)<Me)tt,ti r<mpMad angteACB= t)«mt en nombKMMerA ta ~nne

4m +1, oa arrivera to~oaM au sommetde )'<m~)een plaçant<i<Mila cordeMat-teBdmte
tneeeMirtmentm foisentre tes deux t<M)de t'angte

A ce traité de la trisection de l'angle je vais joindre encore

un cas particulier de ce problème, dans lequel il sera intéres-

sant de constater que les Arabes ont reconnu qu'il dépend

d'une équation du troisième degré.
En effet, la troisième d'une suite de questions proposéespar

Atbîroûni à AboutDjoûd, et dont j'ai fait connaître la première
dans l'addition D, est conçue de la manière suivante aPour-

quoi nous avons dit, dans laseptième proposition du septième

chapitre du quatrième livre de notre traité de géométrie,qu'au

moyen de cette proposition (*) on peut construire algébri-

quement l'ennéagone. n

Dans sa réponse AboûlDjoûd considère la corde AB(fig.6o)

qui sous-tend la neuvième partie de la circomérenœ d'un

cercle circonscrit au triangle isocèle ABC.Il prend AD==AB,

ED==:AD, EZ===ED.En considérant les angles aux basesdes

différents triangles isocèlesainsi formés, on trouve CZ==AB(**)
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PourConstruirele etté de rbepttj)me iMCtitm cercle (*'), tes Arabe*tmpbyttMt des

considérationsteot à tait tMteguet t ee)te<qui pt<eMent.
fat trouve t'MpMéd<tMaM r~poMtanonymeà la <)XM«oasuivante, pmpMéeparAtM&

Bt<trMohMMnedBéa Tttcoùb AMtNMt Déterminerdans un M*ne)e Metao~ete rapport
d'une ttthete à l'autre, FM)!<eopposéà la premièredesdeux MthetMétant <taMt.

t.'Mtear fait cbt~Mf d'abwd qu'en peut résoudre ce pMMemeappfMioMiiwnMBt,au

moyende la taMede<corde8.
EnMiteil dettnnina ~ftkaM eMete*du MppMtmeat!om<, en M<Mt fM~e eontM

Mccesi'Bme&t<j~tans dtMteat~ Mat'matttpte* d'an angledroit.

M~t~Mat parBte Mmaet de !'mgtt droit, parCle sommetde t'ansb CMma<, et te trof.

t~OMMtMMtpar A, te géomètreatthe trouve

*) C'etteeqaedevhnt, Met!M,KqMt)on4(<inttp+<ine==3eia~ope)mf:=tO',
tOKqa'MpOM<==4(<m~e).

") L'ëqmthmqneje (Mdabet-<te!Mos(p. w, t~. t3 en rem.)de* tehthtM daaa~Mpar
heiomt~wabe,t<thm~ma<~ed~thqMe)teYi~Mm~eet~MMtrottha;enmêt)M
tNeps~tMe MMt~.p<«~~Mt~~M~eette<<~<t~o)),dee«MH~MM<9tttMaNbitNet ~cdtea
dn e&HBHte<Mbe.VoirjRw)e<<e<~~epeKHMtbeoMOM, in )mamvotf)mea«meMtt,

<~t et <tnd!oFMnd<ct&SctMXXen.LagdantBa«v<MM, i6<6,M., pa<.369,pMtMh tT.
)MMt'<qneM<mqX MttMtTeà la 6tt de cettepMpe~Men( pag.t63, M:, tt en Mm.), on

)M,ptt M!te d'aM tmte d~mpte~M), + m an )ieade M.
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ditmetre ABdu Mfttt circonM~it
au Mmete ACDC), est ë~d au

rapport () t~D que*'< a

CB BT=AB~ C6+BT==CT; \A A
etqMe.ton<eqa<mmfnt,CB,BTet ~T~
le rapportAB BCsonttonnât. € f's: t

90. ~W
Pour et

== TT
« ~ise rayonda cercleetreo~ KT yB

Mfit ait trim~e ACDM moyenne
etMh~meMbon.AhtMUthpMtie
<MjeaM==AC==t, la partiemi-

neatei=t/i~ MT=== ~+t~H==AM, AB==~; donc

i5'= t~ +t~; et, m étant «MM, BC,AB BC,AC=I?

+ 5~ AB AC, <MOBtcément CMmatt.

Pour et
e=.

Md&nontte,en MMatAt= M
A

etM=AD,<pM &1~
AE AD= AB AC,
AU Œ== AC (AC+ CE). ~s~

pMtf
== T

Md~moetteque
AE:AB=AB:AC!= D
= AC (aAC+CE).

90°
ta d<mMMtr<<iondu eu

<'=='§*
est attotement Menttque avec celle que je ~eat de

M~
dmaMfret-d<Mmd'apte AboMDjo&d;<t pour ladémonstrationdo cas a = ftatear M

sert <go)oMotd'an procèdeparfaitamentMttegM eeM employépar Abcûtt<!oMpoorla
een<tn!tti<mda e4Mde ren~gone.

0)', en taisant, commeei.deMos, AC==t, AD<==iB,tetdem relations doen~etponr

« == <e tramformmt dam)AE==.t', (t–) === (: –~) donc <e'–tiic+t ==o

on voit doncque la tOMtntettonde t'hept~ax <MetKM cercledépendd'âne équationda
troisième degte, ea derinttMecMoMde deuxeoatqae!.

Et M et&t, dansnntMdoetton decemetneite,t'mteor a'MpttmethMti
a )Lor*qtte,par umple, on aura detenninëles de<ncôtésrenfermantrmgte droit dans

nnMM~ted<)ntande<demtMtretms!e< Mt<t~&hMpMetMptHied'<tnmgtedt«tt,<m

peut Nettementcon<tm!Mla cordede la septièmepartie de la circonférence,dontla déter.
mtMtioa n'avait pu ttte obtenuejaMpt'ànos joaM, jmqa'a ceqn'AbeaStM AtqoûM(**)et
moi nous t'ayom coMtre!tean moyend~ Mtt!oMMniqaes.. Pnt<,après avoir termtnë

la d!«atMtondu eu = t'aoteor ajonte Etc'est au moyende cettepmpMit!«nque

j'ai construit t'heptajoee inMritaacercle.

*) LaeotdeM,qatettpetpendio)MMaadttmetMAH,e<tpttM poatantMdMBCttM.
**) CMnpMWp<e Mt tt<P M.
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TMtBMâNt.taptMteotteod)foM<destettresMMattM«itt,etd«petotoetdM<!)<?
tapefpw~MttomMspMtdmttetttt~.M&oty MppMercommeMîtiP.tt, 1.tt
jj~ P.tt, t.n~J~P. t5,Mte<9~L. P.t7,).t j~xJ~.
P.t9,1.1<J~ P.M,1.1P. M,1.15~ 1.15,t M~S. P.3t.

~L–P.N,n<~&JLit.P.4t, t.aJL' P.M.t.t
P.5t,t.9~o~.–OntttMrqnentqa~MMtdML quireMembtentà e'Mt

qa'oaMtimdqued<t dontonen)èv<Ntmite<«p~ntiavecteeoeteM.DMtMCMde
tu poiabimptrMtemmteate~t,quiéMitnt<b!e!nmatttn~MbtMdtM!MëpretïM,
mttteptMdtMtetit~e.

TMn)!ctN!t.ïMMtt t**?«!)?,ona!mptim<Mnome,tnaorne,etc.,mtieadeMnAme,
Ma<me.

P.<t, eetem.,auMeodeBDit OMtttreMt*
P.se,1.t. t.'MtMgt8 tra!MtpM)MNaMntdopt«N&BMMttMttNantdMm<<on
&!i)M«td<tNbdMUe*t~nMd'anpointBetmapMotE,MrepMM~parBmetram-
~etMhquieoopetestmtsdMMe<te<peettven!e!ttMmpoM<D,C,demMtMteque
ttrapportAECD,onterapportECAD,«tte~ àm mppcrtdoMe.JetMOvecet
o)Kt~)emeaMoa~doMonm~BeiMd'AboMcjoM,et eeometteMpMpMede
eempMtertehoMitd'Atqoùhtpmt<tcomMéM<6ondaCMEDAC= tOMt.

t.M,t.M,MthmdepetAittMtMM:PettA.
P.7&,1.is eB«m.La!e<<)n~ïi«Ji Mtboeae.t~TMkhjUhoqMntttMbMà
KjMMtBeaMaittmt ..j)! 'L~, MqaeCMMtt~ettpM"BtMmtM
mxr t~ mot~th..t estevHemmedh traMtr!pHe)tttmbedo«tûtpeMM

,.)~ eo~tM~, qaeBÏehMdtMtMdaitpM&<NrgepaMicwei)jMa~-
tet~MpMt~MM<dfMt-ttMfe..j~L.j, motpenta<toeBiehMd«mMtdait
p<r< tabth<<mdMdoftMtgMtMmeMOtte

P.7e, 9,mBM<te!a~~ U&ntnK!S.a~
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n 1





.t)J~'J t-< ~9MJ, ~L

~t <~U< ~) ~t X)L~t
<i.

~t Lj~j~t JJL~~ ~< (4) j~M J L.~ (3) t~

(. (S)~ ~?- 'tA~ 4~.)~!

L~J!(6)M~! J~m J~~ J~

j~~ J! (~L~J (7)~~U! t~ ~=-'

i~ ~L~ J (9)L~a~ï J< ~L;)~ L.j~J

jj~ jj-c~ ~< ~L!~M~.~<'L~j~ .~i)!

~y~ Jj XJLJ< )fi~ '<)A ~~J~ J~ S

<JL~ j~ jt ~-i<Jt tj~ bM!4~
JL! L~lM~,

ùm DL~~ j~t! ïj-.
~~J ~t ~m)

~JtS!t ~L~J J
<j! sL.j (to)L~'~Jb~'

~J~

~L~J! ~~t~ ~!t J (t.) L~1,L&)~

,~< jjjj ~L~~ ~~j

(t3)M-~ J~ ~A-~< M~a. {~) sf~t b AM!l.t

L~J~j~~ J-t J-s~ L' JbL~ ~H ~L& ~U! ~«JtJj

~~(.5)~L~<J!j~ ~(,4)J~jL~)
!~<j jJL~ U~J~t~t)~ JL~ (.6)b

pag. <~ tign. 5j, y soit immédiatement après tes mots tJtc jL~. jJ~ J

[t~t.] ,n! ~e LaL< JjL~tt <:tprécède cet antre rëcit.

(t) LeMs.A. porte LJjjn à la find'une ligneet au commencementde la

suivante te
Ms. C. porte <LS MM~$ (t) J~ manque dans

C. (3) t~! <~&.jmanque dans A. (4) J-JJ-~ C.– (5)~~ C. (6)

<Lt~) A. *t~! c. (7) C. (8) L~J A. L~~) C.

(9)L~~L.~A. –(~;UA.–(tt)~LiJ!L~.J! (~bj

L~LH-J c. (t~ -&< c. (t3) 1.~ tx)L-j. c. ~4)

~~t C. .) U'~<C. ;,6' J. ~<
A.
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~r



fi

<-
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t~A



rv

~~c* jj~ <~H t~ ~J~ M~~

J~~< !j~ ~jJ! ~-cLA- ~1 t-y~!j ~jJt .-a~<

*-(.LJL~~ a-<
Jj~Lt ~jj! .~s-L~ J~< j~-af~iLiejJH!

<~
tJ~LJ ~jJ< (t) ~s~! j~tt~j~J! J~ <U~~i!! ~)

~i) Mj~i~ .~L ~< ~t ~~Jt M.LLj.~

~)M~JH! ~.y~ J~

~Hitt ~~)! ~L. (~ ~!j J~.

~jJ! (4)JJL~ A~LjL~~Jj ~.<
~'A&tj~jJ) ~artt J ML)<~

~$jJt (6)~–=~~ ~j s. jL~ t. ~Lf) (5)

j~~Ht J! tAc ~Dt~ &eLt-) jJ (?)~~cLï

je~it< ~A~t ~jjt MUL- jj ~'J~tJ!~J) .~ar~jL~
ïj~ j~/J! jL~' (8)~< ~Sj
<~ ~-s~ ti~ J~ <& .t ~1~ jU) <~J~ !~j)~<~~t t

jJLa L~j,) 4&~t
<~ Lie~~ttJ)~ ïjjJ jL~-(~t~t

~tty.tjj~ ~t~L.~ ~JijJt ~J!~LJ) J~b

~jj:(..)J~~Oj-~ L;!3~~ ~.)J.b~

~)~~ a.~J~ A~ J~ J~ UULJ Jt ~!L~ J~t
f

J-~jJ!9L'j3j LM)~-<J~! ~<J~t(!T)~

<L.)-~ <tj~'J;t
~J!~ t~J

~AH'L~~–i..~b~Jt~

(,3) 'L.~ ~J~t (~ (")~ J-!

( t )
M~* <K*

< (a) Ces mots à partir de JA* son t écrits deux fois dans C.

–(3)~t jj~* C. –(4) LfM.! ~)< AcLt-))~ C.– (5)~t manqne dMsC.– (6)

.~t
sans C. (7~ Sj~LS C. (8) J~t A (9) _~J C. (to'

J~ A. (w) <~ A. oJ!j' C. ~a' t;. ('3) manqw..JN' 'V'"
dans A.

Vnvo.t t")}:.
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rr



rt
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n



r~
~c~ o~Jt ï~J~~ft ~~L~ ? L*i'L~-J-~()).LL~b .e.J J

I 'r-

!~J j~t L&.~)~Jk-.J~LtJs~J~t~< ~L1~~s L~'
X~.L<-&.L~)L~L<j~.j~ ~jt J,t~t i~'a.~ J,)~ij!

~J'r~J~J~I'
<M~a~<X~Lj~a~a~
teLtJ~t~ MJ~D~jJ! –~t )J~ J'

~j!L?J <jL~~ (3)a~
<j'~t.L$

j~?~

t-cLi~
~) a~ M'j~Lï ~j3! J*?'~ (.'?'31.

*L~ j;~J! /~?~ Lj~L~ ~Jt t~

J~L~ ~~Jt je~! ~jjJ! jj~ tiLJ~c~i!t ~t ~L&-)~

f)~ !~i{! JL'~t! ~i!t ~tJLj~t~ <t~'
~-A-~J< ti~ ~Jj j~ ~~< x~ jj~ ~'t

u- L~ ~3 J-~ ~j~t

(~ s-9~'

X~-eL~Jt J~ (6) JJLJLj~'i~J< ~L~! J~ (5)L.f~

~) j~ ~LMJJ~L~J (8) L~ ~jL~ J~~< (-;)

(to) jjju ~L<~ J!? 'L' L-&bJ) Lj~t J~!t -JH

L~ap*J~J~ L~ ~Le~t ~~J ~L~< (<t) JL~
M'(*) bt~&!

!6 s-' AeLt-y,!(t~) ~!j t~ ~jL~' ..j~j~ *yj~!j

J~ c~ ~Lsj- J~ l~~t JL~! JA' (tï) J~ J~

(ï) ~L~b ~L~LS-&'
C. (~ manque dans A. (3) Ces mots

tcLi~
a~ etc. manquent Jans C. (4) JJ~

C. (5) b-x-~t C. (6~

J~j~ C. (7) manque dans C.
(8)

C. (9) J-tj~ C.

–(to)J~ C.–(tt~
nUe

J~C.–(t~ ~M~)S~ €(< J~~C.

.") VoyF?.t'ig. 93.



r~
iJt~b~ ~~LH J~ (t) ~L~J! a~LÂ-~ j~Jt J~t J~b :JMJ

ji ~< J~J) j ~J J~ .I:J"i!t ïL~ U~

~.L– J- ?' ~L~ ~t L~* ~aLt(t) !.)yt-ct~jûj~

<J! ~j~ ~t x~~ J'

J,<~ x~ ~j- J~ J~ J~~ J

X* J,t ~'j t<~J X~.L-u'*Mj~!(3~i~JL. h dt

~Li!) St (~J~) J,~ i~~

~jjj! J~ ~JJ) ~~) ~b~

tt*cUu. (6)~} <-jj-t!ji ~J–!t ~sn-
(5)Lj~Ln~,e).JLjt

~L~J' je~J-t! ~J-*J< a<'(8)~ !$. (7)a.j J*?~J

J~) ?~ JJ~ ~U! o.<~Lt-~), (~o~ Jj-Ui ~jj) <~s-~
L~ ~JL~! J. t,r~ <

(to) ~-y L~ L~ <1~ J~b J~~
~L=~

~L.~
L*

L~<t-s~ j–~ ~Lc~j~ ~?. J ~t !j~ .s-*

(") ('i) J:

Jj~<~<C.~t ULJ! ï~~) M-Jt~jL~ ~LJ! ~Jt t

~cU-< L. J~ju~~) Jt~t (*)je~J ~)j~)~ ~)~

a~ Aj~cLS~Lia~CJJ [.~j~~ ~U LjL~ ,.M~j ~~L)j ~~t!

.) ~~) ~.L&J J< J~3'3 J~
(t3) ~< J~ b~c

<LLJb L~~ ~J H~j~. JLs .)! !jj<)L~

~LjJt!
~'3*j j~ ~*Lis~ !J'L&-x–t~J.&A~.j

(t) ~JJt
A.. (a) C. (3) l~-L-~t

sans A. –(4) J~!

manque dans C. (5)jL~. A. (6) A. C. (?) A. C. (8)

A.C. (9) ~j A. C. (to) Tout ce passage, à partir de
.f- manque

dansC. (tt) J-S manque dans A. (t:1 ~~j C. (<) <~ A. AMC.

(*) Voyez Fijt. ta.
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r~



rf



rr



rr
!a~' J~j jL~ it~M*<J~e (*)~<-<J L~'iJUc!

*c~! (') (. J~! L~L~. ~t M~Ui

,J~LL~J~J)~K~~iJj~J~

J-~< ~-< ~?-~J'M5~~ ~LïJt ï- ~) L-UL~ti

~? J~a~ ~Ls–t J~. <& :hx; ~~j~

~< (3) t~~J~~j (")~ J~ J-~L!~ ~.LJLJt

L~ L.t ~L~t
~7~

J~ j ~J.!

L~~J (4) ïJL~~ <jL~H L;~ J L~<~

x~ xJ~JLJ!
~LU J<. (5)~LJU~t

x~ Jt ~L~)b

~Ï~ ~e it t~ (6)
-ytItSJ J-e LS~LxJL) t

Lj* .L&~jj-sJ!j a-~t
ïJLB~

~Jt

.i~n~s~i~l~.u~JLLi~

~LJU! ~-J~ j~ L~ J;U! ~LJ< ~t
i

.b ~~J~L~ 1* ej~ .L~L<> J~Ut) ~~<L{) (7)~ ~LJtJ!

~u J~~ ~JJ! <~ .j!!j ~1 <i J< J~ x~Lt

~L~Lj~J~j~'L~b~

J~4~~J,t~S~~J,t~j
~Li~t

(s) J)~! f~ ï~J I<«L-~ XM~t!~s~L~ ~j! J~

~jj! .jL~jJ)Lï~~)JL

~'? a.
tJ'J~ti ~jJt ~) J~ar~Itù. AeL-t-~tj< )t.

~'J~Lt

J~ ~JL* ~'<~tt JJjJJ Lt~L~tLJ~c ~jJ! a~ ~L~

(t) ,jJ~
C. (a) Ces mots & parttf de J~ manquent dans C. (3)

C. (4) L~~ C. (5)
~-LJJ~

C. (6)
~i'.

C. (7)

j~ ~L<)) manque dans C. (8) J~tt A.

(*) Yoyt-.t t-'i~. t8.
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!A

(t~ X~Ldt ('/ <=~* ~?' ?~ ~U j'J~t

~J~t~L~a~&L~UA~L~Sj~M~

AtLej(3) *j ~!t

X~L~~tj ï~ti J~- b .L~ LL~.~< J~ ~<

~.LL~t (5)P (4)J~ J ~) ï~~

~t~t ~L~t < XitXJ Lt~~I L~! J~-i ~j~

XJL-s-~~-< JC&J (~ L~ (8)j~ ~iJ (7)~(6~~.<

j~i-~U (to).LJ.Hj~ L~ L~ L.J~ ~it ~S (9)~t

.~J~L.J~t .~<J~J*Xi.ËJ J~. (n}L~L&J)

L~j~&J) J~. L~ ~J~

~.U~
~J (~) L~. ~<Jt~H~LLd! J (n)

L~L& .3
.L~. ~~aJ ~L~~ ~a.

<tj~~t Mb*~

J~ ~J' L L~~L~t jZ J,t a~ ~Sj Sj J~ j s-~xJ!

~jJt i~ jj~ <J~ <–< LoL~~<a.~tt

J,<(i5)L X<<~J ('<)L~L~ JJL.~

jj~J! (t?) LjJ!y-. ~.L~. x~j~'(t6)iyL~H u J,<

X-tJ~U~ J-e ~Jt i~ J,<~Jt ~J~
Xi~J

L~ ~j~J< L~ L' L
Ut~ ~j~) J~. ~J~j~!

~<4-(~)~~
~~t~!L~~?J,t~ï~L~)

(t) ~Ms"* C.– (~) ~L~! C. (3) Cet tMtsà partir de manquent

dfMMB.-(~) J~J! C.–(5) a~ A.a~ B.–(6) tBonqae dansB.–f?) ~t~

C.– (8) Le Ms.C. ajoute L.L~ (9) c. ( to) ~L~LAtB.–

(tt) L~~LS~k B.– (tt) ,C. (t3) i~ C. (~)jL~. A. -(t5)

X: t manquedans B.–(t6)J~L~~ C– (17) A.–(.8) jLL~.

MM L~ C.C..



IV

3



L. t. ii~L~(t)~LA~ ~Li~CL~~jwtjH

~jJ!~ ~i!' <I~ J!

U~! b ~3~ J~ ~~H~tJ~~ J~ J~ j~t

Jb ~< i~ (3)J~ J~! M J'~

~) ~6 (4)J~j!l=.t

J~< xj~ jj~ (&)L~ ~< ~J~

~j. )fJ~t <K4M(')ML~jti~! !J~ JJLM~~J!

,J J~ r f~

L~L~ L~J~J-~Jj!J~M~J?~
i-~ ~~J~) J-~ ~< (?) (6) ~m
tj~ JJL~~)L! J~a. a.t ,J

b! (8)

L
~3

<e~! jj~ (te) ~m jj~ p~!

(t.).j~< JSJJt J L.Je i.. ~Sj J~ îjjJ L~L~

~j! J~ ~LJ~ JL~ ~L-~JL.~ (,.)
j.J~

('4) ~)[J~tb<U~j (~) J~.

~j~(t6~~t~L.J~< (t5~L~JLi!! ~t~

jj~ ~jJ! J~! ~~C. (**) ~<j~txt~ (t8) J~ ('7)JL.

Sj~JJ~j!L~<JL.U)J~ ~J~L~~):~<JL.

(')~J~ C.–()t)~ manq<M
dansA.LeMe.B.porte.?..t et puisau tieude les mots

L~ ~Ld< ~~Jt~. (3)JA-~?c. (4)jj~ c. (5)_L~j.
manquedansC.– (6)~M~ A.– (7) B.C.-(8)b c. (9) x!C.–

(te)<h' manque
daMC. (tt)~Jjm

C. (tt) J<A.B.j t C.– (t3)
5'A. jj B. (!4)J~s; B. (t5)~ manquedansC.– (t6))f,!jua.tB.

C. (t?)YÙA. (~) C.
(*1ToyMFi~.t *("') VoyMFig.t3.





~e-J ~ft~t~J~<~<!'–t~ "'J~' < ~~f*..<
L~L~ (,)~L.Jp~t7j~J L~L~~t~
~~?~~ (~(~ M''J~ ~~L~
~L. ~.j~JL&!A-~L~'j~k. ~eJLJ)&

~j! j (5) L~L. JL~ (~s.>LJtL~

J~L~jj~b
J~t!~LJ! <L~L.J.c~jJ! ~s~J~Lt.(6)J~ ~t
~!i&tt ~L' jj~ Mj~9.j ~LJ!<~&.<J~
(9)J~~ (8)L~) ~j J. ~H~ jjJ! J~
jj-tJ! ï~ ~tj~tL~. jj~ <u~*(*)~L~JH!.j~~
j!j~ (tï)jtj~a~~Jt~. j~ L('o)~ J~

't' L-a~j,J.c~~JLaM(tt)t~?.!!L.,&.la:~,.<~L-
~bJ~~S (t~)t~L!<,J~Lt (i3)J~j (_K~

J~ ('~c~ ~j'
< t~ p~' (*)

j~t ï~ ~jjt (")L~L~(.-)j~H ~~J!
,< (t<)~jJ) *&~tï~JL~L~. ~JL)~.~Jt~-Jij

('o)j~j~ t) ~L~< (<9)IJi-.~~) .i~t

(t) ~&~
C. (a) ?manque dans C. (3) .~J~ B. (4; L~

CjLj~i 1 j ,JjJ~t
A. ~.L-tL~! !L J L~B.

~.JL~!
t-~L J L~'C. –(5J ~j C.–(6)

J~
B.

j! J~'C.
(7) A.. [8) L~ manque dans C. (9~ J~a- A. (10) t-i-~j B.

(tt)tj~ A. B.–(t<) ~A.<C.–(t3) ~C. –(~)~L&

A. (<5)
~t!

manque dans C. ()6)
,~L~* manque

dans A. (t*~

,M.L9
C. (t8) ~~c C.(t9) L manque dans C.-(ao) J~. C.

(~ Voyez Fig. ~(")Voyex Fig. to.
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'r

J~ -~)3j J~ j J< i.) t~jj

< ~J)-. J-t-< ~JJt ~t b ~~t (a)~L&~t

~L~t ~J! ~J) ~t (3)b~. JY

~L~
(4) ~i!)

f')~~ (7)~JJ~ L~~ 3! (6)~-i j~J (5)L~

~LJ< b J~ b ~j L~ (8)

~J~ J~ !) J~J~

ia. J~
(9) X-iJt <J~~jp Li~ ~J) b~ ~o.

L~L<. J ~i-<yL. (.0) a.!j ~)(.~

Jf~~t ~J! U~ j ~J~ (i.) ~L~~ f~) J~<

L-~ ~LJ!~ j~~ L~j. (t~)A-

~~t ('4) .~j ~<M 1

!,S)~. ~J~JI ~jL ~Mj

~~j ~~< ~c t~ j~ o.! ~j!j~
t

JL~. ~jL~ t~ ~.j ï~! t

d~- C~' '< (")J~ j< L~~~<

<
<f-L-<.(ï?)~JL~! jj-)Jt

.t.i.Lt)
~~ULjL~ s-~t **L!e

~JL~ J,! <-j~ <~)'L.j~ b Je L- ~L~t j~

L*j' Ls~L.~~y Je j~jj T J~ L~L~~~L~) La~*<

j~tp! ~~L. ~9) ~~L.~L. j ~.jJS) <

(t) tt~ C.– (t)*f*LS~<t!A. (3)~L~A. (~)<tJ~manqueda~C.
(5) C. (6) C.- (7) ~J~ C. -(8) C. (9) B.

C.–(tc)La.C.–(n)~tJ~L.J~A.J~jL. Je
~LJt B. <~3U!j L~ C. (M)~< B.–(t3) :J~!j B.

(t4)~ C.–(t5)tJ-& A. (t6)jLj.tA.J-t C. (t-)t.esmots

~t! ~J~iJ!
<~a:t macqttentdaasB.–(t8)L'~B.–(tp).~M~B.

(') Veye/.Fig.5. ('<)VeyexFig.6.
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(.) .t~J~ tjo. )~ij X~& <

J-.< (~ ~t J~ J (.) ~j~;
~.bJt ~Ls)~

~.L-~Ht) ~L~~t ~< ~t < (4) &.LJ)

)t-~ ~e< Mt~Jtj~J! ~)jt- Ïj~* JJt .t~ X~

~< (5) j~~ j L~ ~L~~ L! ~j J~!

J< ~L~! (6) b.~ ~~< j ~<

L~)~) (9) (8) ~L~Ut J< (7) L~~ ~J) <j~ ïar~

UJb <) ~~t J'~ jm JL. ~< J~

J. L~! ~< ~JL~ <Jt
j~

L.j~!u ~!L~ ~J< J~. j'A~Jtj (t~) ~L-bS' ~b~jw

tj~tj a.! j~it/tt ~j-U U~L~ L~<L. (*)<Ult~

~L~ ~-L~ J~(.,) ~t J. b~.

J)-J U~L~. LcL. j~_9 j~t ~jjJt <J~

~UL~Jj;J~~(~t-~ ~~(~

J-~U L~L~ LiM~«L~ L~L' .j~) ~t~t ~~t JA' ..j~

(t3)~j~ bli L~ ~)~< (') J~

b! ~'J
L~' JL~ ~~J!j

j~
UL) x!L~! j La~ ~Lj.

X~LJb ja~U< (16) (.5) ~'L~~ j~~ (t4) j~<

<LL-~3 ~jJt *-) ~J~! JLsUjL~ Ma.L~
.< j~t~ J~

(t?))~~

(t) Ce pMtage4 partir de
~L) manque dans C. Le Ma.B. porte J~ au

lieu de U~. (*) ~~U B.– (3)(~1~! B. (4)J~Jtj C.

~5) ~~JJ* (~) ~J manque dans A. et B.

(7) L~3L) C. (8) ~LU! A. (9) b~c A. B. HjAc C. (<o)

~<.LaS-~t C. (tt) B. C. (~) M manque dans C.- (t3) b~e C.

–(t4) A.–(<5) ~L!C.-(t6)~~ C.–(t7) J~~C.

(*) VoyMrig. <.
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